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Résumé. — Soit r>l, n>2, et q > n — 1 des entiers. On introduit la classe 
Xr+i.n{q) des sous-variétés X de dimension r + 1 d'un espace projectif, telles que 

- pour (zi , . . . ,x„) G X" générique, il existe une courbe rationnelle normale de degré 
q, contenue dans X et passant par les points xi, . . . ,Xn ; 

— X engendre un espace projectif dont la dimension, pour r, n et q donnés, est la plus 
grande possible compte tenu de la première propriété. 

Sous l'hypothèse g ^ 2?i — 3, on détermine toutes les variétés X appartenant à la classe 
■^r+i,n(g). On montre en particulier qu'il existe une variété Xq C de degré 

minimal n — 1 et une application birationnelle Xq — -> X qui envoie une section de Xq 
par un P"~l c P'"+"~l générique sur une courbe rationnelle normale de degré q. 

Sans hypothèse sur q, on définit sur l'espace des courbes rationnelles normales de 
degré q contenues dans la variété X 6 Xr+i, n{q) une structure quasi-grassmannienne. 
La variété X est de la forme précédente si et seulement si cette structure est localement 
isomorphe à la structure standard, celle de la grassmannienne des (n— l)-plans de p''+"— l. 

Le problème de la détermination des variétés X G Xr+i^nC^n — 3) reste ouvert. Nous 
donnons quelques exemples de variétés des classes AV+l,3(3) et A'^+i 4(5) qui ne sont pas 
de la forme qu'on vient de décrire. 



1. Introduction 

1.1. Les classes Xr+i,n{q)- — On considère un problème de géométrie projective com- 
plexe, auquel nous ont conduits nos travaux récents sur l'algébrisation des tissus de rang 
maximal, voir Pirio- Trépreau |12| . 

Soit r>l, n > 2 et q > n — 1 des entiers. 

Définition 1.1. — On note Xr+i^n{q) la classe des variétés X, sous- variétés algébriques 
irréductibles de dimension r + 1 d'un espace projectif quelconque, telles que : 

1) pour (xi, . . . , Xn) ë X" générique, il existe une courbe rationnelle normale de degré 
g, contenue dans X et passant par les points xi, . . . , a;„ ; 

2) X engendre un espace projectif dont la dimension, notée nr^nil), est la plus grande 
possible, compte tenu de la première propriété. 
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La dimension 7rr,„(g) de l'espace engendré par une variété de la classe Xr+i.n{q) est 
donnée par la formule ([T]) de la section suivante. 

Notre résultat principal sera la détermination de toutes les variétés X de la classe 
Xr+i.niq) sous l'hypothèse g ^ 2n — 3. Le cas q = 2n — 3 restera ouvert. 

L'hypothèse d'irréductibilité est en fait une conséquence des autres hypothèses, la 
démonstration est laissée au lecteur. On peut aussi remplacer la Propriété 1) par la 
Propriété 1') suivante, plus faible : 

1') pour (xi, . . . ,Xn) G X" générique, il existe une courbe irréductible de degré < g, 
contenue dans X et passant par les points xi, . . . , a;„, 

sans modifier la classe Xr+i,n{q) que l'on définit, voir la ProDOsition l2.2l 

Il est tentant de penser, mais nous ne le démontrons pas, qu'on peut même la remplacer 
par la Propriété 1") suivante, encore plus faible : 

1") pour (xi, . . . , Xn) € X"' générique, il existe une courbe irréductible contenue dans 
X, passant par xi, . . . ,Xn et engendrant un espace de dimension < q. 

1.2. Le théorème de la borne. — Notre première tâche est de déterminer la di- 
mension TTr.niq) de l'espacc engendré par une variété X G Xr+i^n{q)- Ce sera la seule 
démonstration de l'introduction. Elle est assez typique de cet article. 

Soit X C une variété algébrique irréductible de dimension r + 1. On note {X) le 
sous-espace projectif qu'elle engendre, X^^g sa partie régulière, Xsmg sa partie singulière. 
On note CRNq(X) l'ensemble des courbes rationnelles normales de degré q contenues 
dans X. Si L et L' sont des sous-espaces d'un espace projectif, on note L © L' le sous- 
espace qu'ils engendrent s'il est de dimension (maximale) dim L + dim L + 1 et on dit 
que c'est la somme directe projective de L et de L'. 

La notion d'espace osculateur ou d'osculateur sera omniprésente dans la suite. Etant 
donné x G X^cg et /s G N, on note Xx{k) l'osculateur à l'ordre k de X en x. C'est par 
exemple le sous-espace projectif de {X) C passant par x et dont la direction est 
le sous-espace vectoriel de T^^^ engendré, dans une carte affine identifiée à C^, mais 
la définition ne dépend pas de cette identification, par les dérivées w'(0), . . . , «('^^(O) des 
germes de courbes paramétrées v : (C, 0) — {X, x) telles que v{Q) — x. C'est une notion 
projective. 

On a toujours 



On dit que X est k-régulière en x G Xreg si l'inégalité ci-dessus est une égalité et que X 
est fc-réguHère si X est fc-régulière au point générique de X. 

Comme la notion d'osculateur joue un grand rôle dans cet article, on rappelle dans 
l'Appendice les propriétés, toutes élémentaires, qu'on utilisera sans référence, avec au 
moins des esquisses de démonstrations. Le lecteur est invité à consulter les quelques 
énoncés de cet appendice. 

La deuxième propriété dans la Définition 11. Il est précisée par l'énoncé suivant : 
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Théorème 1.2. — Une variété X e Xr+i,n{(l) engendre un espace de dimension le 
nombre TTr niq) donné par 

(1) nrAl) + 1 = m(^'^ ^) + (n - 1 - m) ^ + ^) , 

où q ^ p(n — 1) + 771 — 1 est la division euclidienne de q par 77—1. 

On démontre ici la seule partie de l'énoncé qui est nouvelle : si l'on définit le nombre 
''^r,n{q) par ((T]), une variété X e A'r+i,„((?) engendre un espace de dimension < 7rr,„(g). A 
la terminologie près, le fait qu'il existe des variétés projectives qui vérifient la première 
propriété dans la Définition ll.ll et qui engendrent un espace de dimension TTr^niq) est déjà 
connu, voir la fin de cette introduction et le Chapitre 5. 

Démonstration. — Soit X C une sous- variété de dimension r+l, vérifiant la première 
propriété dans la Définition 11 .11 Par définition, il existe un n-wplet {ai, . . . , a„) G (Xiog)" 
de points deux-à-deux distincts tel que, pour tout x € X voisin de o„, il existe une courbe 
C{x) € CRNq(X) passant par les points ai, ... , a„_i et x. 
Considérons des osculateurs 

n-l 

XaAPi) (i = 1, 1), avec ^(pï + 1) = g + 1. 

i=l 

Une courbe C{x) est contenue dans l'espace engendré par ses osculateurs C{x)ai (pi), donc 
dans celui engendré par les osculateurs Xai{pi), i = 1, . . . ,n — l. Comme les courbes C{x) 
recouvrent un voisinage de a„ dans X, cet espace contient aussi X et donc : 

i—l ^ ^ 

Il suffit de prendre pi = p pour m valeurs de i et pi = p — 1 pour les tt, — 777, — 1 autres 
valeurs de i. On obtient le résultat. □ 

On a l'égalité dans ([2]) si et seulement si les osculateurs Xa^ipi), i = 1,...,77 — 1, 
sont de dimensions maximales et en somme directe projective. En permutant les points 
ai, . . . , a„, on obtient le résultat suivant dont on démontrera une sorte de réciproque au 
début du Chapitre 2. 

Lemme 1.3. — Soit X G Xr+i,n{q) et ai,...,a„ des points deux-à-deux distincts de 
que, pour tout {xi, . . . , Xn) € X"- voisin de (ai,...,a„), il existe une courbe 
C G CRNç(X) passant par les points ïi, . . . , x„. Si q = p{n — 1) -\- m — 1 est la division 
euclidienne de q par n—l,X est p-régulière en chaque point a^ et pour toute permutation 
a de {1, ... , 77,}, 077 a : 

(3) {X) = (©^iX„„,„ {p)) ® (©rJ™+i^a.(o iP - !))• 

1.3. Exemples : les classes AV+i,n("- — 1) et Xr+i.2{q)- — Considérons d'abord le cas 
particulier d'une variété X G AV+i,„(77,— 1). La formule (HI donne ■ïïr.n{n~ 1) = r + 77 — 1. 

La variété X, de dimension r -|- 1, engendre un espace P''+"-i et vérifie que, pour 
(a;i,...,x„) G X" générique, il existe une courbe C G CRN„_i(X) qui passe par 
xi, . . . , x„. Il est bien connu que, pour (cci, . . . , a;„) G X" générique, les n points cci, . . . , a;„ 
engendrent un P"~i et que XnP"~^ est une courbe irréductible (et réduite). C'est donc 
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la courbe C. On en déduit que X est de degré n — 1, le degré minimal d'une variété 
projective de dimension r + 1 qui engendre un espace de dimension r + n ~ 1. Une telle 
variété est appelée une variété minimale. La réciproque est évidente : 

Lemme 1.4- — Les variétés appartenant à la classe — 1) sont les variétés 

minimales de dimension r + 1 et de degré n — 1. 

Ces variétés sont connues. Nous en rappellerons la classification dans le Chapitre 5. 

Une variété de Veronese de dimension s > 1 et d'ordre q est une variété projective qui, 
dans l'espace qu'elle engendre, est l'image de par un plongement associé au système 
linéaire |C'pa((7)|. Par exemple, une variété de Veronese de dimension 1 et d'ordre q est 
une courbe rationnelle normale de degré q. 

Bompiani a étudié dans [T] un problème de géométrie différentielle projective dont il 
a réduit la solution, et cette réduction occupe presque tout l'article, à la démonstration 
d'un cas particulier de son résultat principal qu'on peut énoncer ainsi : 

Théorème 1.5. — Les variétés appartenant à la classe Xr+i,2iq) sont les variétés de 
Veronese de dimension r + 1 et d'ordre q. 

La démonstration de Bompiani, par récurrence sur r, est simple et synthétique mais 
guère convaincante sauf pour r — 1. Dans le doute, le second auteur [14] a démontré, 
essentiellement par un calcul formel, le résultat plus fort suivant : 

Théorème 1.6. — Soit X C un germe de variété lisse et q-régulier en x* £ P^. 
Si pour tout X G X voisin de x* , il existe une courbe rationnelle normale de degré q 
localement contenue dans X , qui passe par x* et x, alors X est une variété de Veronese 
d'ordre q. 

Pour obtenir la même conclusion, Bompiani suppose que l'hypothèse de l'énoncé 
précédent reste vérifiée si l'on remplace le point de base x* par un point voisin. 

Dans [14] on trouvera aussi une caractérisation des germes de variétés lisses et q- 
réguliers en x* € P^ tels que, pour tout x € X voisin de x*, il existe une courbe lisse, 
localement contenue dans X et passant par x* et x, qui engendre un g-plan. Selon l'avis de 
son auteur, ce résultat rend plausible que, dans la Définition ll.ll on pourrait remplacer la 
première propriété par la Propriété 1") sans modifier la classe A:V+i,n('?) que l'on définit. 

1.4. Enoncés des principaux résulats. — Notre résultat principal est le suivant, 
voir aussi le Théorème 13 . 1 21 du Chapitre 3 pour un énoncé plus précis. 

Théorème 1.7. — Soit X e Xr+i^n{q)- Si q ^ 2n — 3, ou si q = 2n — 3 et r = 1 ou 

n = 2, il existe une variété Xo C p^+"^i de degré minimal n — 1, et une application 
birationnelle (j) : Xq --^ X telle que l'image d'une section de Xq par un P"^i c P^+"^i 
générique appartienne à CRNç(X). 

Pour autant que nous le sachions, ce résultat est nouveau sauf dans le cas g = n — 1, 
dans le cas n — 2 et dans le cas r — \. 

Dans le cas q = n — 1, on retrouve le Lemme 11. 4[ qui est standard. Dans le cas n = 2, 
on retrouve le théorème de Bompiani. Nous ne le redémontrons pas ici. Il joue un rôle 
très important dans la démonstration du résultat général. 
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Le cas r = 1 des surfaces est particulier. Il est beaucoup plus simple pour la raison que, 
dans ce cas, une courbe de X est un diviseur. La théorie des systèmes linéaires permet 
alors de démontrer sans trop de difficultés le Théorème 11.71 Même si nous n'avons pas 
trouvé l'énoncé correspondant dans la littérature, il est bien possible qu'il soit folklorique. 

La démonstration du Théorème 1 1 . 71 occupe le Chapitre 2 et le Chapitre 3. Le lecteur 
désireux d'en avoir une idée peut survoler les introductions à ces chapitres. 

Le Théorème [TT7] suggère la définition suivante : 

Définition 1.8. — La variété X € Xr+i,n{q) est standard, sous-entendu comme élé- 
ment de Xr+i^nil), s'il existe une variété minimale Xq £ AV+i,n("- — 1) et une application 
birationnelle (p : Xç, X telle que l'image d'une section de Xq par un P"^i c P''+"^i 
générique appartienne à CRNç(X). On dit alors que X est associée à Xq par l'application 
0. Elle est spéciale dans le cas contraire. 

Avec cette terminologie, on peut réécrire le Théorème 11 . 71 sous la forme suivante. 

Si q ^ 2n — 5, ou si r = 1 ou n — 2, toute variété de la classe est standard. 

Une même variété X peut appartenir à plusieurs classes Xr+i^niq) distinctes. 
L'exemple de la variété de Veronese de dimension 3 et d'ordre 3 est curieux : cette 
variété est un élément standard de la classe ^3^2 (3) et un élément spécial de la classe 
'^3,6(9), comme on le verra dans le Chapitre 6. 

Si X G Xr+i,niq), nous montrerons dans le Chapitre 4 qu'un ouvert de l'en- 

semble CRNç(X), qu'on définira précisément, admet une Gr.n-structure naturelle. On 
appelle ainsi le type de G-structure modelée sur la structure infinitésimale de la grass- 
mannienne Gr.n des P"~i de P'"+"-i. Si par exemple Xq est une variété minimale de 
degré n — 1, c'est la structure induite par l'application qui, à un P"~i g Gr,n générique, 
associe la courbe Xq nP"~^ G E„_i(Xo). Nous démontrerons : 

Théorème 1.9. — La variété X G <^r+i.n(<z) est standard si et seulement si la Gr,n- 
structure naturelle de Y,q{X) est intégrable. 

Le Chapitre 5 peut être lu indépendamment du reste de l'article. Il contient la classi- 
fication des variétés standards, qu'on obtiendra à partir de celle des variétés minimales 
et de la structure de leurs groupes de Picard. Cette classification est donnée par le 
Théorème 15. 3[ dont l'énoncé est trop long pour qu'on le reproduise ici. 

Le premier exemple que nous avons connu d'une variété spéciale nous a été commu- 
niqué par F. Russo |13) . Il s'agit de l'image de P^ x P^ x P^ par le plongement de Segre 
de type (1, 1, 1). C'est une variété spéciale de la classe A3^3(3). 

Dans le Chapitre 5, nous présenterons cet exemple ainsi que quelques autres, obtenant 
en particulier le résultat suivant. 

Théorème 1.10. — Pour tout r > 2, les classes AV+i,3(3) et AV+i.4(5) contiennent des 
variétés spéciales. 

Cet énoncé ne fait qu'effleurer le problème très intéressant de la classification complète 
des variétés des classes Xr+i,n{2n — 3) avec r > 2 et n > 3. Nous connaissons quelques 
exemples encore de variétés spéciales en plus de ceux que nous mentionnerons mais, à 
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l'heure qu'il est, nous savons très peu de choses. Nous ne savons même pas s'il existe des 
variétés spéciales dans toutes ces classes. 

1.5. Une relation avec les variétés de genre maximal. — Pour finir, nous pré- 
sentons sans démonstration la relation intéressante qui existe entre les classes Xr+i.n{q) 
et les variétés de genre géométrique maximal. 

Soit Z C P'"+"'~i une variété projective de dimension r et de degré d, qui engendre 
pr+n-i ^ gg|. irréductible et lisse, le genre géométrique de Z est la dimension g{Z) 
de l'espace H^{Z,iV^) des r-formes holomorphes sur Z. Écrivons 

d — 1 ~ (T(n — 1) + m, m G {1, . . . , n — 1}. 

Pour une dimension r et un degré d donnés, le genre géométrique de Z est au plus égal, 
et le résultat est optimal, au nombre 

(4) 5r,n(d) = m ^ + (n - 1 - m) 

C'est la home de Castelnuovo-Harris. Deux démonstrations au moins de ce résultat sont 
connues. La première est due à Chern et Griffiths [2] et repose sur le théorème d'addition 
d'Abel et un argument combinatoire inspiré de la théorie des tissus. La deuxième est due 
à Harris [9] et appartient à la géométrie algébrique. La formule (|H) est une écriture 
légèrement modifiée de la formule de [9], page 65. 

En fait, pour le problème qui nous intéresse, c'est trop demander que Z soit lisse ou 
même que Z soit irréductible. 

Dans [7], en supposant seulement que Z est réduit, Griflîths associe à toute r- forme 
rationnelle w sur Z sa trace Tr (w), une r- forme rationnelle sur la grassmannienne Gr,n- 
Il introduit l'espace des r-formes rationnelle sur Z de trace nulle. (Si Z est lisse, ce sont 
les formes holomorphes sur Z .) Faute d'une terminologie traditionnelle, appelons genre 
géométrique corrigé de Z la dimension g{Z) de cet espace. On suppose de plus qu'un 
pn-i ç- pr+n-i générique coupe Z en. d points en position générale dans ce P"^^. Sous 
cette hypothèse, on a encore l'inégalité g{Z) < gr,n{d). 

Supposons d > (r + l)(n — 1) -I- 2 et posons q — d — r{n — 1) — 2. On a donc q > n — 1 
et q ~ {a — r)(n — 1) + m — 1 est la division euclidienne q = p{n — 1) + m — 1 de q par 
(n — 1). La comparaison des formules et ([TJ donne gr^n{d) — ■nr,n{Q) + 1- 

Le nombre nj-^niq) + 1 est le genre géométrique corrigé maximal d'une variété de di- 
mension r et de degré d ~ q + r{n~l) + 2, qui engendre un espace de dimension r + n—1. 

Rappelons maintenant quelques résultats de Harris 9_ dans le cas où Z est irréductible. 
Si g{Z) = gr^n{d), la variété Z est contenue dans une variété minimale Xq G Xr+i,ni'n'—l). 
L'espace des r-formes rationnelles sur Z de trace nulle définit une application canonique 
Z p^'-."('?) qui, c'est une propriété importante, se prolonge « canoniquement > en une 
application rationnelle cz '■ Xq P'^'-."(«), dont l'image est de dimension r-|- 1. (Celle-ci 
ne dépend que de la classe du diviseur Z dans le groupe de Picard de Xq.) L'image d'une 
section de Xq par un P"^i c P''+"^i générique est une courbe rationnelle normale de 
degré q. Il en résulte que l'image cz{Xo) de Xq est une variété de la classe Xr+i,n{q)- 

Nous avons : 
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Théorème 1.11. — Toute variété standard X G Xr+i.n{q) associée, au sens de la 
Définition \1.8\. à une variété minimale Xq G Xr^i,n(n — 1), est l'image de Xq par l'ap- 
plication cz : Xq P'^'-.tii) associée à une variété Z C Xq, de dimension r, de degré 
d = q + r{n — 1) + 2 et de genre géométrique corrigé maximal, i.e. égal à gr,n{d). 

C'est essentiellement une conséquence du Théorème 11. 21 à ceci près qu'il faut vérifier 
la compatibilité entre les points de vue de [9] et de [7] • Comme cette vérification fait 
appel à des notions qui ne sont pas introduites dans cet article, nous la reportons à |12j . 

1.6. Remarques sur le style. — Le style de cet article est relativement élémentaire. 
Nous n'utilisons pas le langage de la géométrie algébrique moderne. Une certaine fami- 
liarité avec la géométrie projective complexe, par exemple telle qu'elle est exposée dans 
le « cours préparatoire > de Mumford [llj est suffisante pour sa lecture. Le rédacteur 
a souvent préféré donner une démonstration, surtout si elle est courte, plutôt qu'une 
référence à la littérature. 

Nous espérons que nos résultats intéresseront quelques géomètres et qu'ils ne seront 
pas rebutés par le style, qu'ils trouveront peut-être démodé. L'expert pourra toujours 
sauter les passages qu'il juge exagérément pointilleux. 

Enfin, certains arguments sont inspirés par des théorèmes classiques, par exemple le 
théorème de déformation de Kodaira [10] ou la caractérisation des systèmes linéaires due 
à Enriques [3]. Compte tenu du cadre très particulier de notre étude, il s'est toutefois 
avéré plus simple de s'en passer que de chercher à savoir si d'éventuelles versions de ces 
résultats pouvaient être appliquées. 

2. Projections sur des variétés de Veronese et applications 

2.1. Introduction. — Dans tout ce chapitre, r>l, n>2, et q > n — 1 sont des 
entiers fixés. On note 

q = p{n — 1) + m — 1 

la division euclidienne de q par n — 1. 

On note N l'entier nr^n{<l) défini par la formule ([T]) et on se donne une variété X C 
de la classe Xr+i,n{q)- 

On va obtenir des propriétés importantes de X grâce aux projections Xa^ (pi), 

Pi G {p,p—l}, associées aux décompositions P^ = (B'^^lXa^ {pi) de P^ en somme directe 
d'osculateurs qui apparaissent dans le Lemme 11.31 

On montrera en effet que l'image de la variété X par une projection de ce type est une 
variété de la classe A:V+i,2(Pî)- Le point crucial est alors que ces variétés sont connues. 
D'après le Théorème 11.51 ce sont des variétés de Veronese d'ordre pi. 

Grâce à cela, on sera en mesure de montrer que X est lisse au voisinage de toute courbe 
C élément d'un ouvert dense Yiq{X), qu'on définira précisément, de la seule composante 
irréductible intéressante de CRNg(X). Ce résultat sera utile dans le Chapitre 3. 

On montrera aussi que, pour toute courbe C G Sq(X), le fibré normal NcX est une 
somme directe de r fibrés en droites de degré n — 1. C'est cette propriété qui fait que 
Tiq{X) admet la Gr,n-structure naturelle qu'on considérera dans le Chapitre 4. 



8 



L. PIRIO ET J.-M. TRÉPREAU 



Les projections sur des variétés de Veronese joueront encore un rôle majeur dans 
le Chapitre 3 pour construire, dans les cas favorables, le système linéaire qui permet 
d'associer X à une variété minimale de degré n — 1, au sens de la Définition ll.81 

2.2. Une réciproque au Lemme 11.31 — On note CRq(P^) la composante irréduc- 
tible de la variété de Chow des 1-cycles effectifs de degré q de qui contient, comme 
ouvert dense, l'ensemble CRNg(P'^) des courbes rationnelles normales de degré q. 
Un élément C de CRç(P^) s'écrit 

C = miCi H VmdCd, mi, . . . , e N*, 

où Ci, z = 1, . . . , d, est une courbe irréductible de degré qi et migi + • • • + m^Çd = q. De 
plus, le support \C\ = uf^iCi du cycle C est connexe. D'autre part, les composantes Ci 
sont en fait des courbes rationnelles, mais nous n'utiliserons pas cette propriété. 

Si X est une sous-variété algébrique irréductible de P^, on note CRg(X) la sous- 
variété algébrique des éléments de CRç(P^) dont le support est contenu dans X. La 
variété d'incidence 

/ = {{C,x) e GRg{X) X X''\ xc\C\} 
est une variété projective compacte. Si X G Xr+i,n{q), l'image de la projection canonique 
/ — >■ X" contient un ouvert non vide de X", donc est égale à X". Le même argument 
montre que si X engendre un espace de dimension Wr^niq) et si l'on suppose seulement que 
la première propriété de la Définition 11.11 est vérifiée au voisinage d'ztn n-uplet a G X", 
alors la variété X appartient à la classe AV+i, „((?). Nous utiliserons cette remarque à 
plusieurs reprises. 

On a la réciproque suivante au Lemme 11.31 : 

Lemme 2.1. — Soit X e Xr+i,n{q) et ai,..., in des points deux-à-deux distincts de 
que, pour toute permutation a de {1, . . . , n}, on ait : 

(5) {X) = (e™ l^a„<„ (p.)) ® (®r=™+l^a.« {P - 1)). 

Toute courbe algébrique connexe C <Z X de degré < q qui passe par les points ai, . . . , a„ 
est une courbe rationnelle normale de degré q. 

Il en existe au moins une d'après les remarques précédentes. 

Démonstration. — Soit d'abord p<n^lctC'(lX une courbe algébrique connexe 
passant par au moins p points parmi ai, . . . , a„, par exemple par ai, . . . , a^. Le degré de 
la courbe C" est au moins égal à la dimension de l'espace qu'elle engendre. D'autre part, 
il existe un p-uplet (5i, . . . , bp), aussi voisin qu'on veut de (ai, . . . , ap), composé de points 
de C^cg- Selon que p est < m ou est > m, on peut supposer que les osculateurs 

Xb^{p),...,Xb^{p); ou Xb.ip), . . . , Xb^ip), Xb^^,{p ~ l),...,Xb,,{p-' 1), 

sont en somme directe projective. Dans chaque cas, la courbe C est lisse et donc pi- 
régulière en 5^, i = 1, . . . ,p, et les osculateurs correspondants C^,{pi) C Xbi{pi) sont en 
somme directe projective. On a donc, suivant les cas : 

dim (C") + l>p(p+l): ou dim (C") + 1 > m{p + 1) + (p - m)p. 

En résumé, une courbe algébrique connexe qui passe par p < n—l points parmi ai, . . . , a„ 
engendre un espace de dimension > pp -\- imn{p,m) — 1. 
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Soit maintenant C une courbe connexe de degré < q qui passe par ai, . . . ,a„_i. Elle 
engendre un espace de dimension > q d'après ce qui précède. Si elle est irréductible, c'est 
donc une courbe rationnelle normale de degré q. Il reste à montrer qu'elle est irréductible. 

Si ce n'est pas le cas, on peut écrire C = CuC" où C" et C" sont des courbes connexes 
de degré > 1 et ç > deg C = deg C" + deg C" . Si C" passe par tous les points ai, . . . , a„, 
où même par {n — 1) d'entre eux, elle est de degré > g, ce qui est impossible. 

On peut donc supposer que C passe par exactement {!,...,« — 1} points parmi 
«1, . . . , a„ et C" par les autres. On obtient q > pn + min (p, m) + min (n — p, m) — 2. 
Comme q — p{n — 1) + m — 1 et p > 1, il vient m > min (p, m) + min (n — p, m) et enfin, 
puisque m, p et n ^ p sont strictement positifs, on obtient m > n, une contradiction. □ 

On a mentionné le résultat suivant dans la Section 1.1. S'il est intéressant en tant que 
tel, il ne servira pas dans la suite. 

Corollaire 2.2. — Soit X une sous-variété algébrique irréductible de dimension r + 1 
d'un espace projectif telle que, pour (xi, . . . ,Xn) G générique, il existe une courbe 
irréductible de degré < q, contenue dans X et passant par les points xi, . . . ,Xn- La 
variété X engendre un espace de dimension < TTr.niq)- Si elle engendre un espace de 
dimension 7rr,„(g), elle appartient à la classe Xr+i,n{q)- 

Démonstration. — Soit q = p{n — 1) + m — 1 la division euclidienne de q par n — 1. 

Dans la démonstration précédente, on n'a pas utilisé le fait que X appartient à la 
classe Xr-^.l,n{q) mais seulement le fait que X engendre un espace de dimension 'Kr,n{q) 
et vérifie la propriété ([5]). Il suffit donc, pour démontrer le corollaire, de montrer que X 
engendre un espace de dimension < T^r^niq) et que, si X engendre un espace de dimension 
7rr,n(ç), la propriété (O est vérifiée pour (ai, . . . , a„) S X" générique. 

On fait l'hypothèse, plus faible que celle de l'énoncé, que pour (xi,...,a;„) S X^ 
générique, il existe une courbe irréductible, engendrant un espace de dimension < q, 
contenue dans X et passant par xi, . . . ,Xn. On adapte la démonstration du Théorème ll.2l 

Soit a — (ai,...,a„) un n-uplet de points deux-à-deux distincts de Xj-og tels que 
l'hypothèse précédente soit vérifiée pour tout x g X" voisin de a. On peut imposer au 
71-uplet a de vérifier la propriété (générique) suivante : pour toute permutation a de 
{1, . . . , n}, la dimension de l'espace engendré par les osculateurs 

(p), • • ■ , ^a„(„) (p), (p - 1), . . . ^a„(,._i) (P - 1), 

est maximale, parmi celles qu'on peut obtenir quand a décrit X^^^. 

Il suffit maintenant de considérer le cas où la permutation a est l'identité. Notons 
{pi) les osculateurs qui interviennent, i = l,...,n — 1. Les courbes C, dont on suppose 
l'existence, qui passent par ai , . . . , a„_i et un point x voisin de a„ recouvrent un voisinage 
de a„ dans X donc engendrent {X). D'autre part, une telle courbe C étant fixée, l'espace 
de dimension < q qu'elle engendre est aussi engendré par ses osculateurs C'b-{pi), pour 
b = (61, ... , bn-i) € C^g^ générique. Elle est donc contenue dans l'espace engendré par 
les osculateurs X^. (pi). En faisant tendre b vers a et compte tenu des conditions imposées 
au n-uplet a, on obtient qu'elle est contenue dans l'espace engendré par les osculateurs 
Xaiipi). On conclut comme à la fin de la démonstration du Théorème 11.21 □ 
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2.3. Objets admissibles; notations. — Plutôt que d'abuser du mot générique, on 
introduit une terminologie et des notations qui seront d'un usage courant dans la suite. 

Quand on parle d'un p-uplet a — (ai, . . . ,ap) de points, il est sous-entendu que ces 
points sont deux-à-deux distincts^. 

Abusivement, on confondra souvent unp-uplet a et l'ensemble {ai, . . . , a^} sous-jacent 
en s'autorisant des notations telles que a C C ou 6 C a... Si a est un p-uplet et b un 
g-uplet disjoint de a, (a, b) désigne le {p + (7)-uplet obtenu par juxtaposition. 

Définition 2.3. — Un n-uplet a ~ (ai, ... , a„) e X" est admissible si a G -'^rcg et si, 
pour toute permutation cr de {1, . . . , n}, on a : 

= (®ril^a„„ {p)) ® (©H™+l^a„<., [p 1)). 

De façon équivalente, ai, . . . ,a„ sont des points deux-à-deux distincts de Xi-cg et, pour 
toute permutation a de {1, . . . , ri}, les courbes C G CRNç(X) qui passent par les points 
ao-(i), • . . , aa{n-i) recouvrent un voisinage de a„{^n)- 

Ce sont en fait des propriétés de l'ensemble sous-jacent à a. Le fait qu'elles sont 
équivalentes résulte de la démonstration du Théorème 11. 21 et du Lemme I^TTl 

On étend la notion d'être admissible à d'autres objets : 

Définition 2.4- — Si 1 < p < n — 1, un p-uplet a £ est admissible si on peut 
le compléter en un n-uplet admissible (a, b). Une courbe C de X est admissible si C 
appartient à CRNç(X) et contient un n-uplet admissible. 

On utilisera systématiquement les notations suivantes. 

(v) 

- -^adm l'ouvert dense de XP des p-uplets admissibles de X. On note Xadm au lieu 
de -^adm- C'est l'ensemble des points admissibles de X. 

- Si a G -^adm et p + p' < n, on note -^adm('^) l'ouvert dense de X^' défini par 
la formule xj^^^^{a) = {6 G X^ , (a, b) est admissible}. On note Xadm(a) au lieu de 

- T,q{X) est l'ensemble des courbes admissibles de X. 

- T,q{X;a) est l'ensemble des courbes C G J^q{X) qui contiennent le p-uplet a. 
Le fait que x!^^^^{a) est un ouvert dense de X^ se vérifie sans difficulté. 

Considérons l'exemple fondamental d'une variété X G AV+i.2(g), autrement dit d'une 
variété de Veronese d'ordre q. Dans ce cas, Xadm = X et X^dmia) = X\{o,} pour tout 
a G X. Tout 2-uplet de X est admissible et T,g{X) = CRNq(X) = CRq{X) est une 
variété compacte lisse de dimension 2r. Un isomorphisme de Veronese P''+i X induit 
un isomorphisme de la paire (P''+^, I]i(P''+^)), où I]i(P'"+^) est la grassmannienne Gr,2 
des droites de P''+^, sur la paire (X, Eg(X)). Les propriétés de la seconde paire qu'on 
utilisera sont simplement des traductions de propriétés bien connues de la première. 



1. Les p-uplets avec p > 2 seront toujours notés par des minuscules latines grasses a, a, x, x . . .. 
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2.4. Projections sur une variété de Veronese. — On sait que, sin = 2, X est une 

variété de Veronese d'ordre q. On suppose maintenant n > 3. 

Définition 2.5. — Une pondération est un élément (pi, . . . , /9„_i) de N"^^ tel qu'on 
ait Pi = p pour m et pi = p — 1 pour n — 1 — m valeurs deie{l,...,n — 1}. 

Une pondération étant fixée, si p G {1, . . . , n — 2} et si max(pj,_|_i, . . . , Pn-i) > 1, on 
associe à tout p-uplet admissible a — (ai, . . . ,ap) les projections 9a de centre la somme 
directe ®iLi^ai(Pî)- On dit que 6a est une projection osculatrice associée à a. 

La condition max(pp+i, . . . , Pn-i) > 1 est là pour éviter des projections dont la res- 
triction à X dégénère. On pourra toujours supposer sans dommage qu'on a > 1. 

On considère d'abord des projections osculatrices associées à des [n — 2)-uplets ad- 
missibles. Ce sont de loin les plus importantes. 

Pour fixer les idées, on choisit dans ce chapitre, sauf la dernière section, la pondération 

(6) (pi, . . . ,p„_i) = (p - 

(on utilisera les deux notations) mais on aurait un résultat analogue au suivant pour 
une pondération générale avec > 1, la projection de X étant alors une variété de 

Veronese d'ordre Pn-i- 

Le résultat suivant est l'outil-clé pour toute la suite. 

Proposition 2.6. — Soit a un {n — 2)-uplet admissible de X et 9a une projection oscu- 
latrice associée. Elle induit une application birationnelle 9a ■ X --^ X' , où X' = 9a{X) 
est une variété de Veronese d'ordre p, et un difféomorphisme de Xadm(û) sur son image. 

Si X G -'^adin('^)' existe un seul cycle C G CKq{X) qui contient {a,x). Il appartient 
à T.q(X;a) et 9a{C) est l'unique élément de Y.p{X') qui contient 9a{x). De plus, la 
projection 9a est définie comme morphisme au voisinage de C\a et 9a ■ C\a — > 9a{C) 
est la restriction d'un isomorphisme de C sur 9a{C). 

Démonstration. — Comme a = (ai, . . . , a„_2) est fixé, on ne note pas a en indice. On 
considère une projection de centre Q = (B^Z^ Xa^ipi), soit 

(7) 9 : X,{p), 

oià c G Xadm(<i)- Bien siir le choix de la cible est sans importance. 

On note X' l'image 9{X) de X et 9 : X X' l'application induite|^. Comme 
{X) = P^, on a {X') = Xcip), donc dim {X') = 7r^,2(p). 

Soit X — {xi,X2) G ^juimi'^)- Comme P^ = Q © X^^^^p), la projection 9 induit un 
difféomorphisme local du germe de X en xi sur un germe lisse et p-régulier X' C X' en 
9{xi), de dimension r + 1. On ne sait pas si X' est lisse aux points 9{xi) et 9{x2) mais 
c'est bien sûr vrai pour un choix générique de a; G X^^^l^io)- 



2. Soit X une variété irréductible et ô : X ---> P"* une application rationnelle. Celle-ci est définie 
comme morphisme sur un ouvert dense X' de X. Suivant l'usage, si X est une sous- variété irréductible 
de X et si Xr\ X' est non vide., on note 0{X) l'adhérence de Zariski de 6{X H X') et 6 : X 0{X) V 
application rationnelle induite par la restriction de k X r\ X' . 
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Soit C un élément de GKq{X) qui contient (a, x). Compte tenu du Lemme I^TTl C est 
une courbe admissible. Elle n'est pas contenue dans Q et d'après ce qui précède, 9{C) 
est une courbe irréductible C d X' . 

Si H' est un hyperplan de Xc{p) et H = Q® H' , la courbe C coupe H en avec au 
moins la multiplicité pi + 1, i — 1, . . . ,n ~ 2. Le degré de son image C" est donc majoré 
par q — Y^^ZiiPi + 1)j c'est-à-dire par p. D'autre part, l'image du germe de C en xi est 
un germe de courbe lisse contenu dans le germe p-régulier X' et donc p-régulier. Ainsi 
C est une courbe p-régulière de degré < p, une courbe rationnelle normale de degré p. 

Comme les courbes C et C sont lisses, l'application rationnelle induite 9 : C C 
est en fait un morphisme qu'on note 0c ■ C ^ C , pour éviter les confusions {6c (a) 
dépend de C). Reprenons le décompte de C O H. On a C n Q = a, sinon on trouverait 
que le degré de C est au plus p — 1, et comme le cardinal de C fl {H\Q) est < p, 6c est 
un isomorphisme. En résumé, 

la projection 6 est définie comme morphisme au voisinage de C'\a et sa restriction à 
C\a se prolonge en un isomorphisme de C sur6{C), un élément de CRNp(X'). 

Dans le raisonnement qu'on vient de faire, x g -'^^adm(^) était quelconque et, comme 
on a dit, pour x voisin d'un 2-uplet a;o bien choisi, les deux points distincts 6{xi) et 
6{x2) appartiennent à X'^^^. Ainsi, pour toute paire (x'j^, X2) d'un ouvert non vide de X'^, 
il existe une courbe C G CRNp(X') qui passe par x'i et x^- Comme X' engendre un 
espace de dimension ■nr,2{p)^ X' est une variété de la classe Xr+i.2{p)- Compte tenu du 
Théorème 11. 51 

X' est une variété de Veronese d'ordre p, en particulier X' est lisse. 

Soit xi,X2 ë Xadm(a)- Commc Xadm(a,a:i) et Xadm(a', 2^2) sont des ouverts denses 
de X, on peut considérer un point Xq de X tel que les n-uplets Xi = {a,xo,xi) et 
X2 — {a,xo,X2) soient admissibles. Soit Ci,C2 G CKq{X) des cycles qui contiennent 
respectivement Xi et X2. Compte tenu du Lemme |2.1[ ce sont des courbes admissibles. 
Si 6{xi) = 6{x2), les courbes admissibles Ci et C2 ont la même image par 6, la courbe 
C G CRNp(X') qui passe par 6{xo) et 6{xi) — 6{x2)- Ainsi Ci et C2 ont le même germe 
en Xq, donc Ci = C2. Comme la restriction de à Ci\a est injective, on obtient xi — X2- 

Ceci montre que la restriction de à X-^^hAo) est injective. Comme elle est de rang 
constant r -|- 1, c'est un difféomorphisme de Xadm(<i) sur son image dans X' . En parti- 
culier, 6 : X ---s- X' est birationnelle. 

Ceci montre aussi que, pour tout x G AT^^^, il existe un et un seul cycle C G CRç(A), 
nécessairement un élément de CRNg(A), dont le support contient x. □ 

2.5. Une traduction et une première application. — La Proposition 12.61 a une 
jumelle qu'on obtient en composant l'application osculatrice 6a '■ X A' avec l'inverse 
d'un isomorphisme de Veronese de P'+i sur X'. 

Proposition 2.7. — Soit n > S, X une variété de la classe AV+i.nCç) et a un {n — 2)- 
uplet admissible de X . Il existe une application birationnelle TTa ■ X --^ P''+^, telle 7ra(C) 
est une droite de P''+i pour toute courbe C G Ttq{X;a). 

L'application TTa induit un difféomorphisme de Aadm(<i) sur son image dans P^+^ et 
si C G Eç(A;a), est un morphisme au voisinage de C\a dont la restriction à C\a 
se prolonge en un isomorphisme de la courbe C sur la droite TTa{C). 
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On dira aussi que l'application birationnelle tTo, : X p^+i est associée à a. Elle 
est déterminée à la composition à gauche près par un automorphisme de P''+^. Selon la 
situation on utilisera la Proposition 12.61 ou la Proposition 12. 71 

L'un des points de la Proposition 12.61 s'énonce sans référence à une projection oscula- 
trice. Si X Çz ^^dm' '^'^ ^^"^^ élément de CRg(X) contient x, c'est une courbe admissible. 
L'adhérence de Zariski Tjq{X) de dans CKq{X) est donc la seule composante Z 

de CRç(X), telle que la projection {(C, x) e Z x X", x C |C|"} ^> X" soit surjective. 

Considérons la variété d'incidence / = {{C,x) G Y.q{X) x X", x C |C|} et la pro- 

(n) 

jection p : I X'^. L'image réciproque d'un élément x G ^adm réduite à un point. 
Il en résulte qu'il existe une et une seule composante irréductible Iq de / telle que le 
morphisme induit p : Iq ^ X"" soit surjectif. Pour la même raison, c'est une applica- 
tion birationnelle, dont l'inverse p~^ : X" Iq n'a pas de point d'indétermination sur 

(n) 

l'ouvert lisse X^^^. On a donc le résultat suivant. 

Lemme 2.8. — L'adhérence de Zariski Sç(X) de l'ensemble Tiq{X) des courbes admis- 
sibles de X est la seule composante irréductible de CRq(X) qui vérifie que, pour x G X", 
il existe un élément de cette composante dont le support contient x. L'application 

(8) 7: ^idl->S,(X), 

qui à tout X G ^adm O'Ssocie l'unique cycle C G CRq(X) dont le support contient x, en 
fait une courbe admissible, est analytique et ouverte. 

2.6. Applications. — Comme on ne fait pas d'hypothèse de régularité sur X, on 
préfère dans un premier temps voir X comme une sous- variété de et Sç(X) comme 
une sous-variété de la variété lisse (non fermée) CRNq(P^). 

On s'intéresse à l'appUcation analytique et ouverte 7 : -'^adm ~^ '^q{^)^ définie dans 
le lemme précédent. 

Si â G -'^^adm' l'espace tangent à la variété lisse CRNç(P^) en ^{a) s'identifie à un 
sous-espace, en fait à tout l'espace mais ce n'est pas important ici, de l'espace des 
sections analytiques globales du fibré normal 7V^(a)P^ à 7(0) dans P^, qu'on note 
H^{'y{â), Nj(^â)P^). Dans la suite, on fait cette identification : 

r^(a)CRN,(P^) c iïO(7(a),iV^(a)F'^). 
Rappelons comment elle s'interprète. 

Soit A un germe de variété lisse et î; : A — >• CRNç(P^) une application analytique. 
Quitte à choisir le représentant A assez petit, il existe un relèvement : A x P^ P^ 
de V, c'est-à-dire une application analytique telle que, pour A G A fixé, l'application 
Vx:t^ y (A, t) est un isomorphisme de sur la courbe v{\). 

La différentielle dv{\) : TxA T„(a)CRNç(P^) de î; en A G A, associe a ly e ÏaA la 
section de iVy(A)P^ donnée par : 

(9) p G t'(A), (dviX) ■ y){p) = |^(A, V~\p)) ■ v modulo T^v{\). 

On vérifie sans peine, et c'est bien connu, que le résultat ne dépend pas du relèvement 
choisi et qu'il est local. On entend par là que si po G î^(Ao), pour calculer la section 
dv(\Q)-v au voisinage de po dans v(\q), un relèvement local de v suffit, i.e. une application 
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analytique y : A x w — s- P^, où cj est un voisinage d'un point to G P^, telle qu'on ait 
V{Xo,to) — po et que, pour tout A G A, i V{X,t) soit un plongement Va : a; — v{X). 

Dans cette section, on démontre un résultat sur la régularité de la variété X et un 
autre sur la régularité et la structure de la variété ^q{X) des courbes admissibles. Les 
démonstrations reposent sur la considération de certaines applications partielles induites 
par l'application 7 définie par et sur la Proposition 12. 71 

On décrit la situation modèle. On se donne un n-uplet admissible 

a = (ai, . . . ,an), 

qu'on note aussi 

â==(a,6), a = (ai, . . . ,a„_2), b=(&i,&2). 
Soit TT : X P'+i une application birationnelle associée à a. On note b' = 7r(6), 
c'est-à-dire b'i — 7r(6i), 63 = 7r(62). On introduit les germes d'applications 

(10) v : (X2,b) ^ CRNg(P^), Z : ((P''^+i)2,6') ^ CRNi(P'-+i), 

où v(x) — 7(a, x) pour x voisin de h et /(a;') est la droite qui contient a;', pour x' voisin 
de 6'. On introduit des germes de relèvements de w et de Z 

(11) F: (^2,6) xpi ^P^, L : ((P''+i)2,6') X ^IP"'^^- 

On les choisit normalisés de façon concordante. Par exemple, on se donne un troisième 
point &3 G Xa,dm(û) n 7(0) et on impose les conditions de normalisation 

(12) V{x,tk)eYb„ i(a;,tfe) G 7r(n,), fc = 1,2,3, 

011 yj,^ est un germe d'hypersurface lisse donné transverse à la courbe 7(2) en bk et par 
exemple (ti,i2,^3) — (1,0, 00). 

Comme le morphisme v{x)\a l(Tr(x)) induit par n est la restriction d'un isomor- 
phisme de v{x) sur 1{t:{x)) et compte tenu de la concordance des relèvements, on a : 

(13) V{x,t)^a => T:{V{x,t)) ^ L{T:{x),t). 

Cette remarque est suffisante pour démontrer le résultat suivant, qui sera important 
dans le Chapitre 3. Il implique en particulier que le nombre d'intersection Y ■ C est bien 
défini, si Y est une hypersurface de X et C (^t Y une courbe admissible. 

Théorème 2.9. — Une variété X G AV+i,n(q) est lisse au voisinage de toute courbe 
admissible de X. Tout n-uplet de points deux-à-deux distincts d'une courbe admissible 
est admissible. L 'ouvert Xadm des points admissibles de X est donc aussi la réunion des 
courbes admissibles de X. 

Démonstration. — On considère la situation qu'on vient de décrire en préambule à 
l'énoncé et on conserve ses notations, en particulier (ITTI) . Il est commode de choisir 
la normalisation des relèvements normalisés concordants V et L. 

Comme un point admissible appartient à X^^g, il suffit, pour démontrer la première 
partie de l'énoncé, de montrer que X est lisse au voisinage de tout point pq g 7(2)\â. 
Notons Y pour Yi,^, Y' pour 7r(Yb2) et : 

V4y,t)^V{b,,y,t), L4y',t)^L{b[,y',t), yeY, y'eY', t G P^{0}. 
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Soit pq — V{b, to) e 7(â)\2 donc avec to ^ 0. L'application est de rang constant r+ 1. 
Compte tenu de l'égalité P^ . il en découle que {y.t^ ^ 7r(14(î/,t)) est de rang maximal 
r + 1 en (62, ^o)- On en déduit d'abord que (y, t) M» ï) est de rang maximal r + 1 au 
même point donc paramètre un germe de variété lisse X C X en po i de dimension r + 1 , 
ensuite que la restriction de tt à X est de rang r + 1 en po i donc induit un difFéomorphisme 
local de X sur son image dans P'"+^. 

En particulier, l'image de X contient un voisinage U de 7r(po) dans P''+^. Si X n'était 
pas le germe de X en il existerait en po un autre germe X C X de variété de dimension 
j'+l et, dans la situation qu'on considère, l'image de X contiendrait un ouvert non vide de 
U puisque tt : X --■» P''+i est dominante, en contradiction avec le fait que tt : X P''+i 
est birationnelle. 

Pour démontrer la deuxième partie de l'énoncé il suffit, dans la même situation, de 
montrer que le n-uplet (a,poi^2) est admissible. Le résultat annoncé, que tout n-uplet 
de 7(0) est admissible, en découle par itération et en changeant de (n — 2)-uplet a. 

Comme po G Xrog, compte tenu de la Définition [231 et pa-r symétrie, il suffit de montrer 
que les courbes admissibles qui passent par a et hi recouvrent un voisinage de po: ce 
qu'on vient de faire, et que les courbes admissibles qui passent par a et po recouvrent un 
voisinage de 62, ce qui maintenant est clair, puisque les droites qui passent par 7r(po) et 
un point voisin de h\ recouvrent un voisinage de &2- 1^ 

On revient à la situation modèle décrite avant l'énoncé précédent!^. On s'intéresse 
maintenant aux dérivées des applications (|10p. 

dvih) : TbX^ ^ r„(f,)CRNç(P^), d?(6') : Ty{r^^f ^ r,(f,')CRNi(P''+i), 

en h et en b' — 7r(b). Les propriétés de dl{b') sont connues, elles concernent la grass- 
mannienne des droites de P''+-'^. D'autre part, en dérivant l'identité de ((T3| en b, dans la 
direction v e TfoX^, voir aussi la formule ([9]), on obtient la relation 

(14) p E v{b)\a, dnip) ■ {{dv{b) • = {dl{b') ■ u')){tt{p)), 

onv = {vi,V2) G r(f,j^b2)(X X X) et v>' = (d7r(6i) • vi,d-n{h2) ■ V2). 

Notons / la droite l{b'). Le fibré normal Nir+^ est une somme directe de r fibrés en 
droites de degré 1. On a : 

kerdZ(6') = %,f,.)(Z x l), imd/(6') = iï°(?, X/P''+i). 

Une section globale non nulle de X;P^+^ s'annule au plus en un point, simplement. 

Notons C la courbe 7(2) = v{b). Pour tout p e C\a, l'application birationnelle 
TT : X P''+i induit un difféomorphisme local au voisinage de p. La dérivée dTr{p) 
induit des isomorphismes de TpX sur T^(p)P'""''^ et de TpC sur Tj^i^p^l, donc aussi de la 
fibre {NcX)p de NcX en p sur la fibre {NiW+^)^(p) de NiW+^ en 7r(p). Cette remarque 
s'applique en particulier à la relation [v'i, iy'2) ~ (d7r(6i) • vi, (^77(62) • 1^2)- 

Du côté de dv{b), on a : 

keidvib) = T(fc^,b,)(C X C), imdv{b) C H°{C,NcX) C i/°(C,XcP^). 



3. Le résultat qu'on a en vue est important seulement dans le Chapitre 4. Les considérations qui 
suivent ne servent pas dans la démonstration du Théorème 11.71 
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La première relation résulte des propriétés de dl{h') et de (HH), la seconde rappelle qu'on a 
identifié Te CRN(P^) à un sous-espace de H^{C, Nc'^^) et que X est lisse au voisinage de 
C . Il résulte encore de (jl4[) qu'on a un isomorphisme : imdu(6) — )■ ini(iZ(6'), compatible 
avec l'action naturelle de diï{p) : {NcX)p (A^;P''+^)7r(p) en dehors de a. On a donc un 
isomorphisme 

(15) 4>: ïxndv{b)^ H^{l,Nir+^)- (j){^){TT{p)) ^ dn (p) ■ ^{p) si p e C\a. 

On a presque obtenu le lemme suivant, dont l'énoncé ne fait plus référence aux applica- 
tions osculatrices. Rappelons qu'une section non nulle de NqX engendre un sous-fibré 



en droites L(^) de NcX dont elle est une sectionK^^ 



Lemme 2.10. — Soit C une courbe admissible de X et â = (ai,...,a„) un n-uplet 
de C. Pour i — 1, . . . ,n, soit Ei C H^{C,NcX) l'image de la restriction de la dérivée 
d'y{d,) au sous-espace {0} x • • • x {0} x Tq.X x {0} x • • • x {0} de TqX"^. On a : 

1. pour tout i G {!,..., n} l'espace Ei est de dimension r et une section non nulle 
^ e Ei de NcX s'annule simplement aux points de â\{ai} et nulle part ailleurs ; 

2. pour tout i,j € {!,..., n} et toute section non nulle ^ ë Ei, il existe une section 
non nulle rj G Ej qui définit le même sous-fibré en droites de NqX : L(ri) — 

Démonstration. — Par symétrie, on peut supposer i = n. Notons a„ = 62- Si a„_i = 61, 
on retrouve la situation modèle et £"„ C H^{C, NcX) est aussi l'image de la restriction 
de dv{b) au sous-espace {0} x T^^X de TbX^. Compte tenu de (ITÏÏt . En est de dimension 
r et une section non nulle ^ S En de NcX s'annule en oi, . . . , a„_2, simplement en a„„i 
et nulle part ailleurs. Par symétrie, on obtient la première partie de l'énoncé. 

La seconde partie est évidente si i = j. Par symétrie, on peut supposer i = n, j = n—1 
et retrouver la situation modèle. Soit ^ G En une section non nulle de NcX. Son image 
C = 4>{0 engendre un sous-fibré en droite L(^') de NiF^^^, de degré 1, et l'image de 
dl{b') contient les sections de ce fibré. Soit 77' une section non nulle de L(^') qui s'annule 
en b'i — 7r(a„_i). Comme (j) est un isomorphisme et compte tenu de (jlSp . rj' — 4'{vi) pour 
un 77 G En-i- D'autre part rj est une section de L(Ç) d'après ([T5|) . D'où la seconde partie 
du lemme. □ 



La conséquence suivante est importante. 

Théorème 2.11. — La variété algébrique Sç(X) est de dimension m et l'ouvert dense 
Yjq{X) des courbes admissibles de X est contenu dans sa partie lisse. 

Pour toute courbe admissible C de X, son fibré normal NcX est une somme directe 
de r sous-fibrés en droites de degré n — 1 et Tc^q{X) = H^{C, NcX). 

Si a est un p-uplet de C, l'ensemble Sg(X;a) des courbes admissibles qui contiennent 
a est une sous-variété lisse de dimension (n — p)r de Yiq{X) et Tc'Siq{X] a) est l'espace 
des sections de NcX qui s'annulent sur a. 



4. Rappelons pourquoi. Au voisinage d'un zéro d'ordre p > 1 de Ç, on identifie C à un voisinage de 
ë C et on écrit = t^eit) ; alors e définit un fibré en droites sur un voisinage U de 0, qui prolonge 
celui que Ç définit sur Ï7\{0}. 
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Démonstration. — L'application 7 : ^^^^i ^ '^qi-^) '^^^ ouverte donc l'image du germe 
de -'fj^^^j en un point est le germe de Yiq{X) au point image. Compte tenu du théorème 
du rang, il suffit, pour montrer que est lisse de dimension m, de montrer que 

l'application 7 : ^^dm ^ CRNq(P^) est de rang constant m. 
Soit a e ^adm- Notons C = 7(â) et 

E = imd-y{a) C H°{C,NcX). 

On définit les sous-espaces Ei, . . . , En de E comme dans le lemme précédent. Ils sont de 
dimension r et E = X]r=i ^i- Cette somme est directe : si G et X]"=i — 0' 
vérifie que chaque terme s'annule en ai, . . . , a„, donc est nul d'après la première partie 
du Lemme 12.101 On a donc 

E = (Bf^^E,. 

Ceci donne en particulier la première partie de l'énoncé. 

La première partie du Lemme |2 . 101 montre aussi que, pour tout i G {1, . . . , n}, la fibre 
Eiip) = {i{v)i i ^ E{\ Ei vérifie = {NcX)p si p G C\à ou si p = a^. Il en 

résulte que la fibre E{p) de E est de dimension r pour tout p € C. 

Pour déterminer la structure de NcX, partons par exemple d'une base (C")q=i de 
En- Pour chaque a, le fibré L(Ç") engendré par est de degré n — 1. Les espaces 

i^" = ff°(C, L(r)) c H\C, NcX), a = l,...,r, 

sont de dimension n et évidemment en somme directe. Pour a fixé et compte tenu de la 
seconde partie du Lemme 12.101 il existe, pour tout i G {1, . . . ,n} une section non nulle 
jyf G Ei de L(^"). Les sections rif,...,rin G E sont linéairement indépendantes donc 
engendrent F". En particulier F"' C E. 

Ceci montre que E = (Ba=iF°' puisque le premier membre contient le second et que 
les deux membres ont la même dimension. Comme les fibres de E sont de dimension r, 
les fibrés L(Ç^), . . . , L(^'') sont en somme directe comme sous-fibrés de NcX. On obtient 
que NcX = ©fc^iL(^'^) est une somme directe de fibrés en droites de degré n — 1 et que 
E = H^{C,NcX). Ceci démontre la deuxième partie de l'énoncé. 

Sil<p<n — 1, exactement le même argument qu'au début de la démonstration, 
appliqué à la restriction de 7 à {(ai, . . . , ap)} x -'^adm^'' ("^i ' • • • ' ^p)^ montre que la variété 
Yiq{X] ai, ... , Op) est lisse et que son espace tangent en C est donné par 

Tc^q{X\ ai, ... , ap) = ®"=p+i-Ei. 

Il est de dimension [n ~p)r. Comme NcX est une somme directe de fibrés en droites de 
degré n — 1, l'espace de ses sections qui s'annulent en ai, . . . , ap est de dimension {n—p)r 
et donc Tc^q{X] ai, ... , Op) est égal à cet espace. □ 

Finissons par une remarque. On obtient des « cartes locales » de Tiq{X) au voisinage 
de la courbe C — 7(2) en choisissant, pour i — 1, . . . , n, un germe d'hypersurface lisse 
Yi (Z X, transverse à C en ai. La restriction de 7, 

7|nx...xF„ : n^^iF^ S5(X) 

est, compte tenu de ce qui précède, un diff'éomorphisme local. De même, sil<p<n— 1, 
sa restriction n^^j^jai} x n"^p_|_j^yî — > Yiq[X] ai, . . . , Op) est un diff'éomorphisme local. 
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2.7. Projections osculatrices générales. — On démontre l'analogue de la Propo- 
sition ^ïï] pour une projection osculatrice associée à un point admissible pondéré de X. 
Par composition de telles projections, le résultat couvre en fait le cas d'une projection 
osculatrice générale. On se donne une pondération 

(pi, . . . ,p„_i), avec p„_i > 1. 

Proposition 2.12. — On suppose n > 3. Soit a e Xadm et 9a une projection osculatrice 
de centre Xa{pi). La variété 9a{X) appartient à la classe Xr+i^n-i{<l — {pi + 1)) et 
9a : X 9a{X) est hirationnelle et induit un difféomorphisme de Xadm(a) sur son 
image, contenue dans 9a{X)g.dm- Si b e xl^2^^^\a), alors 9a{b) G ^^a(-''^)idm^^ ■ 

Démonstration. — Soit (a, b) un n-uplet admissible avec b = (62, • • ■ , bn). On peut choi- 
sir la cible de la projection 9a, soit : 

9a : P'^-^e-LV^b.lP.)- 

On note 9 = 9a, X' = 9{X) et q' ^ q - (pi + 1). 

Le début est une répétition de la démonstration de la Proposition [2111 A défaut d'être 
clair, on essaiera d'être bref. 

L'image X' de X engendre un espace de dimension TTr,n-i{q') et pour i — 2, . . . , n, 
l'application 9 : X X' induit un difféomorphisme local du germe de X en bi sur un 
germe lisse et p'-régulier X^ C X' en bi, de dimension r + 1. On a choisi la cible de telle 
sorte que (X-)6.(Pi) = ^bAPi)- 

Si un hyperplan H contient Xa{pi), une courbe C € Eç(X;a) coupe H au moins à 
l'ordre (pi -I- 1) en a. Le degré de C = 9{C) est donc < q' . D'autre part, pour tout 
i e {2, ... ,n — 1}, l'image du germe de C en bi est un germe lisse donc p'-régulier 
en bi et les osculateurs (C-)f,. (pi) sont en somme directe projective. Il en résulte que C" 
engendre un espace de dimension > q' . Finalement C € CRNq'(X'). 

En faisant varier b, on obtient que X' appartient à la classe A:'r+i.n-i('7')- 

Pour montrer que, si b G X^dn/'(")' alors 9{b) = b est un (n — l)-uplet admissible de 
X', il suffit, voir la Définition [531 de montrer que b est contenu dans X^^^. On utilise les 
résultats obtenus sur les projections osculatrices associées à un {n — 2)-uplet admissible 
pour le vérifier. C'est la raison pour laquelle on n'a pas traité d'emblée les projections 
osculatrices générales. 

Il suffit de montrer que 6„_i G X^^^. Soit cj} la projection (B'^^2-^bi {pi) ^6„_i {Pn-i) 
de centre ®^Z2 -^biiPi) ■ La composée 9 = 4> o 9 est une projection osculatrice qui envoie 
X sur une variété de Veronèse X" d'ordre p„_i. Comme 9 : X X" est birationnelle 
d'après la Proposition 12.61 il en va de même Ae 9 : X X' et de : X' X" . 
De même, comme 9 induit un difféomorphisme d'un voisinage de 6n_i dans X sur un 
voisinage de 6„_i dans X" , le germe X'^_i est le germe de X' en Donc 
appartient à X[^^. □ 

Il est clair, compte tenu en particulier de la dernière partie de l'énoncé, qu'on obtient 
par itération un énoncé analogue pour une projection osculatrice associée à un p-uplet 
admissible, quel que soit p e {1, . . . ,n — 2}. 
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3. Intégrabilité 

3.1. Introduction. — Dans cette section, nous terminons la démonstration du Théo- 
rème [TT71 Présentons la stratégie suivie. 

Si Xo G Xr+i.n{n — 1), une section hyperplane générique de Xq dans P''+"-i est 
une variété minimale de même degré. Le système y{Xo) des sections hyperplanes de 
Xq est donc un système linéaire de dimension r + n — 1, dont l'élément générique Y 
appartient à la classe Xr.n{n — 1). Compte tenu de la propriété fondamentale d'une 
application (j) : X X^ qui associe une variété standard X e Xr+i,n{(l) à Xq au 
sens de la Définition 11.81 le système linéaire 0*(3^(Xo)) (comme X n'est pas supposée 
lisse, on précisera ce qu'on entend par là) est de dimension r + n — 1 et son élément 
générique appartient à la classe Xr^n{q)- En général, le problème est de définir, dans les 
cas favorables, un système linéaire y{X) sur X qui vérifie ces propriétés. 

Si n = 2, X est une variété de Veronese d'ordre q et y{X) est le système des variétés 
de Veronese Y <Z X , de dimension r et d'ordre q. C'est aussi l'image du système des 
hyperplans de Xq = P''+i par un isomorphisme de Veronese P''+i — j. X. 

En général, la solution est donnée par les projections osculatrices. En effet, soit C une 
courbe admissible, a C C un (n — 2)-uplet et 6a une application birationnelle associée 
de X sur une variété de Veronese Oa{X) d'ordre p. Si F G Xr.n{q) contient C, son image 
^a(^) appartient à AV,2(p) pour la même raison que 6a{X) appartient à AV+i,2(p). 

Ceci suggère de considérer, pour tout a G -'ï^adm^^ système linéaire 9*{y{da{X))). 
On introduira une notion provisoire d'« intégrabilité » de X dont on montrera qu'elle 
est équivalente au fait que les systèmes 0*(3^(0o(X))) appartiennent à un même système 
linéaire, puis au fait que la variété X est standard. 

Un argument géométrique très simple montrera que X est intégrable si p > m dans 
la division euclidienne q — p{n — 1) + m — 1 de g par n — 1. En particulier, c'est le cas si 
X G Xr+i^:,{q) etq^i. 

Le cas général sera résolu grâce à un résultat d'hérédité de l'intégrabilité, qui a son 
intérêt propre : 

si n > 4, la variété X G Xr+i.n{q) est standard si et seulement si 0a{X) est un élément 
standard de AV+i,„-i((7 — {pa + 1)) pour tout point admissible pondéré a G X . 

Cet énoncé est faux si n=3. 

3.2. Intégrabilité. — Les hypothèses générales et les notations sont les mêmes que 
dans le Chapitre 2. On suppose toujours n > 3. On utilisera le Théorème l2.9l et selon les 
cas, par commodité ou par hasard, la Proposition 12.61 ou la Proposititon 1 2 . 7l 

On notera tt^ : X P'"+i une application birationnelle associée à un {n — 2)-uplet 
admissible a de X et H le système linéaire des hyperplans de P^"*"^. 

On notera 0a ■ X 6a{X) une application birationnelle sur une variété de Veronese 
d'ordre p associée à a G -^adm^^ souvent. Ha au lieu de y{9a{X)), le système linéaire 
des diviseurs de Veronese d'ordre p de 9a{X). 

Définition 3.1. — Un diviseur admissible de X est une sous- variété Y d X irréductible 
de dimension r qui possède la propriété suivante : il existe une courbe admissible C (ZY 
et un (n — 2)-uplet a de C tels que TTa{Y) G H. 
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Les diviseurs admissibles génériques seront, dans les cas favorables, des générateurs 
du système linéaire qu'on va construire. On les obtient tous de la manière suivante. 

Soit C une courbe admissible, a C C un (n — 2)-uplet et xq un point de C\a. Si 
h C TxgX est un hyperplan qui contient T^gC et si H est l'hyperplan de passant 
par 7r(a;o) et de direction l'image de h dans Tj^(^xg)V^~^^ , il est clair que 7r^^(iï)[ïl3 est 
l'unique diviseur admissible Y qui contient C et est tel que T^aiY) = H. 

Par construction, si î 6 F" est un n-uplet admissible qui contient a, la courbe 7(î) 
est contenue dans F, mais rien ne dit que Y contienne d'autres courbes admissibles que 
celles-ci. 

Définition 3.2. — Si n > 3, on dit que X S AV+i,n((?) est intégrable (en tant 
qu'élément de la classe Xr+i,niq)) si tout diviseur admissible de X appartient à la classe 
Xr,n{q)- On convient que tout X G ^^+1,2(9) est intégrable. 

Le résultat suivant donne des caractérisations de l'intégrabilité qu'on utilisera : 

Proposition 3.3. — Soit Y une sous-variété irréductible de X, de dimension r, conte- 
nant au moins une courbe admissible. Elle engendre un espace de dimension plus grande 
que 'nr-i,n{q) et les propriétés .suivantes sont équivalentes. 

1. La variété Y appartient à la classe Xr^nil)- 

2. On aY-C^n — 1 pour une ou toute courbe admissible C (jLY . 

3. On aY ■ C <n ~ \ pour une ou toute courbe admissible C (f_Y . 

4. Pour toute courbe admissible C <ZY et tout {n — 2)-uplet a C C, on a na{Y) G H. 

5. Le diviseur Y est admissible et, pour toute courbe admissible C G Y et pour tout 
{n — 2)-uplet a ~ (ai, . . . , a„_2) C C, si bi G C\a et b = (61, «2, . . . , an~2), on a 
l'implication : 

(16) na{Y)en ^7TbiY)en. 

Démonstration. — Soit Y une sous- variété irréductible de X, de dimension r et conte- 
nant au moins une courbe admissible. Comme toute courbe C G J^q{X) est contenue 
dans Xreg le nombre d'intersection Y ■ C est bien défini si C ^ Y. D'autre part, si C est 
contenue dans y et si â C C est un n-uplet, un ri-uplet b G l^"g assez voisin de 2 est 
admissible. Les osculateurs Yb^ (p), . . . , Y^,^ (p), ^6,„+i {p ~ 1), • • • , ^6„_i (p ~ 1) sont alors 
de dimension maximale et, comme sous-espaces d'espaces en somme directe projective, 
ils le sont aussi. Donc Y engendre un espace de dimension > 7rr-i,n('z)- 

Supposons Y G Xr^niq)- Si X est un n-uplet admissible de X contenu dans Y, la courbe 
7(î) est le seul élément de CRq{X) qui contient î. Par hypothèse, il existe un élément de 
GKq{Y) qui contient x. C'est nécessairement 7(x). Il en résulte qu'une courbe admissible 
qui a n points deux- à-deux distincts dans Y est contenue dans Y . 

Par hypothèse, Y contient une courbe admissible C. Soit a C C un (n — 2)-uplet et 
b — (5i,&2) C C\a un 2-uplet. Soit x G X'^ voisin de b et C{x) = j{a,x). Si x CY, 
la courbe C{x) a au moins n points distincts dans Y donc est contenue dans Y. Il en 



5. La notation iTa.^(H) correspond à l'image de H par 7r„ ^ : P'"+l — -> X, voir la note en bas de 
page signalée au début de la démonstration de la Proposition 12.61 
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résulte que, pour tout 2-uplet x' C iTaiX) voisin de 7ra(b), la droite qui contient x' est 
contenue dans 7ra(y). Autrement dit i^aiX) ^st un hyperplan H de P''+-'^. 

On choisit maintenant x = (&i,a;) avec a; ^ F. La courbe C{hi,x) n'est pas contenue 
dans Y donc coupe y en ai, ... , a„_i, 61 et nulle part ailleurs. Son image par tto, est une 
droite l H : elle n'est pas tangente k H en 7ra(6i). Ainsi, la courbe C{bi,x) coupe Y 
transversalement en 61. Par symétrie en ai, ... , a^-i et 61, elle coupe Y transversalement 
en tous ces points et donc Y ■ C{bi,x) = n — 1. Ceci montre que (1) implique (2). 
Évidemment (2) implique (3). 

Supposons maintenant qu'on aY-C < n — 1 pour toute courbe admissible C Y. 
En particulier, une courbe admissible qui a n points deux-à-deux distincts dans Y est 
contenue dans Y. Comme c'est la seule propriété utilisée, dans le paragraphe précédent, 
pour montrer que Tfa{Y) est un hyperplan pour tout (n — 2)-uplet a contenu dans une 
courbe admissible contenue dans Y, on obtient que (3) implique (4). 

Il est clair que (4) implique (5). On suppose enfin que Y vérifie (5). Notons A l'en- 
semble des (n — 2)-uplcts a contenus dans au moins une courbe admissible contenue dans 
Y et tels que TTa{Y) e n. 

Par hypothèse Y est un diviseur admissible, donc A est non vide. On fixe a G A et 
une courbe admissible C CY qui contient a. On sait que tt^ induit un difféomorphisme 
d'un voisinage de C\a sur son image. En particulier, Y est lisse au voisinage de C\a. 

Si 6 C C est un (n — 2)-uplet disjoint de a, l'hypothèse (5), appliquée (n — 2) fois 
donne que b appartient à A. En particulier Y est lisse au voisinage de C\b donc au 
voisinage de C. Si f) C C n'est pas disjoint de a, on obtient encore que b appartient 
à A en passant par l'intermédiaire d'un (n — 2)-uplet c C C, disjoint à la fois de a et 
de b. En résumé, si a £ A, tout (n — 2)-uplet d'une courbe admissible contenue dans Y 
qui contient a appartient à A et, d'autre part, on sait que toute courbe admissible qui 
contient un n-uplet admissible y CY qui contient a est contenue dans Y. 

Soit a = (ai, ... , a„) un n-uplet de C et y = (yi, . . . , Un) € F" voisin de a. On passe 
de a à y par l'intermédiaire des n-uplets admissibles 

Vp = {yi,...,yp,ap+i,...,an) e y", p = 0,...,n. 

La courbe 7(yg) = C est contenue dans Y et (ai, . . . , a„_2) £ A donc aussi tout {n — 2)- 
uplet de 7(^0)- Eln particulier (a2, . . . ,a„_i) G A et donc la courbe 7(^1), qui contient 
ce (n — 2)-uplet, est contenue dans Y. Comme elle contient un élément de A, on peut 
itérer le raisonnement. On obtient finalement que 7(y) est contenu dans Y et donc 
que Y appartient à la classe Xr,n{q)- Ceci montre que (5) implique (1) et termine la 
démonstration. □ 

3.3. Premiers exemples d'intégrabilité. — Le cas r = 1 est rapidement réglé. En 
effet un diviseur admissible n'est alors rien d'autre qu'une courbe admissible : 

Proposition 3.4- — Toute surface appartenant à la classe Af2,n(g) est intégrable. 

On suppose maintenant r > 2. Le cas particulier suivant, dont la démonstration est 

très simple, est crucial. Il a comme corollaire immédiat qu'une variété X G Xr^^i^siq) 
est intégrable si g 7^ 2n — 3 et comme conséquence indirecte, comme on le verra dans la 
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prochaine section, qu'une variété X G Xr+i.n{q) est intégrable si g 7^ 2n — 3, ce qui est 
une version préliminaire du Théorème 11. 71 

Proposition 3.5. — Soit X une variété de la classe A:V+i,n(<z)- Si p > m dans la divi- 
sion euclidienne q — pin — 1) + m — 1 de q par n — 1, alors X est intégrable. 

Démonstration. — Soit Y un diviseur admissible de X. On peut introduire une courbe 
admissible C C F, un (n — 2)-uplet a de C ei 9a : X 9a,{X), une apphcation 
birationnelle sur une variété de Veronese d'ordre p, telle que OaiY) G Ho- 

Fixons un n-uplet h = (61, ... , &„) C C\a. Si y G F" est assez voisin de 6, la courbe 
7(y) n'est pas contenue dans le centre de la projection 9 a- On peut donc considérer son 
image Oa.{'~i{y)). C'est une courbe de degré q' < q, ce qu'on écrit sous la forme 

q' < p(n — 1) + m — 1. 

D'autre part son degré q' est un multiple de p car c'est l'image d'une courbe de P'"+i par 
un plongement de Veronese d'ordre p. 

On suppose maintenant p > m. Alors le degré de la courbe 9a{j{y)) est < p{n — 1). 

Comme b d C est disjoint de a et que 0a induit un difFéomorphisme de C\a sur son 
image, pour y assez voisin de b, la courbe da{'^{y)) a n points différents dans 9a{Y). 
Elle est donc contenue dans 9aiY), puisque c'est l'image, par un plongement de Veronese 
V : P''+i — j. 9a{X) d'ordre p, d'une courbe de degré <n — l qui a n points différents dans 
l'hyperplan v~^{9aiy))- La courbe 7(y) est contenue dans Y. 

Ainsi le diviseur admissible Y engendre un espace de dimension > -nr-i^nil) et, pour 
tout y G y" voisin de 6, il contient la courbe 7(y). Il appartient à la classe 

Par définition, la variété X est intégrable. □ 

On en déduit une version préliminaire du Théorème 11.71 dans le cas ri = 3. 

Proposition 3.6. — Toute variété X G AV+i.3((7) intégrable si q ^ 3. 

Démonstration. — En effet, si q ~ 2, X est une variété minimale et si q > 4, alors 
q = 2p + m — 1 avec m G {1, 2} et p > 2. □ 

3.4. Hérédité de l'intégrabilité. — Dans ce paragraphe, on se donne une 
pondération 

(pi, . . . ,p„_i), avec p„_i > 1. 

Rappelons qu'auparavant, on a souvent choisi la pondération (|6]) seulement pour fixer 
les idées. On utilisera la Proposition l2.12l 

Supposons n > 3 et q > n. Soit X G Xr+i,niq) une variété intégrable, a G Xadm un 
point affecté du poids pi et g' = g — (pi + 1). Il résulte facilement de la Proposition l2.12l 
qu'un diviseur admissible générique de la variété 9a{X) appartient à la classe 
La restriction de généricité empêche d'en déduire que l'intégrabilité est stable par projec- 
tion osculatrice, à cause du choix qu'on fait d'une définition « forte > de l'intégrabilité. 
On verra que c'est vrai à la fin de ce chapitre. Quoi qu'il en soit, cette propriété est 
banale. Ce n'est pas le cas de la réciproque partielle suivante. 

Proposition 3.7. — Soit n > A, q>n et X E Xr+i.nio)- Si pour tout point ci G ^adm 
affecté du poids pi, la variété 9c-^{X) est intégrable, alors X est intégrable. 
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Ce résultat est important. Il est faux si n = 3. On le réénoncera en termes de variétés 
standards à la fin de ce chapitre. Bien siir, la démonstration ci-dessous n'utilise pas la 
stabilité de l'intégrabilité par projection osculatrice. 

Démonstration. — On utilise la propriété (5) de la Proposition l3 . 31 comme critère d'inté- 
grabilité. On se donne un diviseur admissible Y de X, une courbe admissible C C Y et 
deux (n — 2)-uplets de C de la forme 

a = (ci, . . . ,c„_3, a), b = (ci, . . . ,c„_3, 6). 

Il s'agit de montrer qu'on a l'implication ; Oa{Y) e Ha Sb{Y) G Hb- 

Notons c = (ci, c') — (ci, . . . , Cns)- Pour fixer les idées, on se donne d, e G C\{a U b) 
avec d 7^ e et on écrit les décompositions en sommes directes projectives 

= © Q, Q = (©r=2'^c.(p.)) ® Q', Q' = Xdipn-2) © ^e(Pn-l), 

qu'on utilise pour choisir les cibles des projections osculatrices 

e,, : Q, : P^ Q', 9^ : P"^ Xe(p„_i), dt : Xe(p„-i). 

Soit 0c' : Q Q' la projection de centre (B"^2^ci{pi)- (C'est l'identité si n = 4.) On a 

Oc = 0c' O ^ci • 

Compte tenu de la Proposition l2.I21 la variété Oc{X) appartient à la classe Xr+i,3{q') 
avec q' = Pn-2 + Pn-i + 1 et de plus, (6'c(a),e) et {0c{b),e) sont des paires admissibles 
de 9c{X). On leur associe les projections osculatrices da et Cf, de Q' sur Xe{pn-i), de 
centres respectifs f?c(^)6/^(a) (Pn-2) et 6'c(^)e^(;,) (pn-2)- Par construction, on a : 

= fa O = O 0c' O dci , Ob = (7b ° c = (Tb O 0c' O 0^ • 

Finalement, revenons au problème posé au début de la démonstration. On suppose 
Saiy) G Ha- La variété Oc^iY) contient la courbe admissible 9c^{C) et 

Ko0c')(0ci(r)) =0„(y) GHa, 

donc Oc^iY) est un diviseur admissible de 9ci{X). Sous les hypothèses de l'énoncé, la 
variété Oci(X) est intégrable donc (ob ° 0c')(^ci (i^)) appartient à Hb- On a obtenu que 
Ob{Y) appartient à Hb, ce qui termine la démonstration. □ 

Corollaire 3.8. — Toute variété X de la classe Xr+i.niq) e.st intégrable si 2n — 3. 

Démonstration. — On sait que le résultat est vrai si ti = 3. On suppose ti > 4 et que le 
résultat est vrai à l'ordre n — 1. On écrit la division euclidienne q = p{n — I) + m — 1 
avec, par hypothèse (p, m) ^ (1, n — 1). 

Soit a un point admissible de X, pondéré par ct G {p — 1, p}, avec cr^p si m = n— 1. 
La variété 9a{X) appartient à Xr+i,n-i{q'), 

g' = p(n - 1) + m - I - (o- + I) = p(n - 2) + m - I - (o- + 1 - p). 

Soit aussi q' = p'(n — 2) + m' — I la division euclidienne de q' par (n — 2). 

Si m > 2, on choisit a — p. Alors {p',m') = (p, m — I) ^ {l,n — 2) et 9a{X) est 
intégrable par hypothèse de récurrence. 

Si m = 1, on choisit cr = p — 1. Alors (p', m') = (p, 1) et on a la même conclusion. 

D'après la Proposition 13.71 la variété X est intégrable. □ 
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3.5. Construction d'un système linéaire sur X. — On note R{X) le corps des 
fonctions rationnelles sur X. On n'exclut pas a priori que Xsmg ait une composante 
irréductible de dimension r. Si une fonction rationnelle sur X s'annule sur une telle 
composante, la définition de son ordre d'annulation n'est pas élémentaire, voir Fulton [4]. 
C'est une difficulté bien connue de la théorie des systèmes linéaires. La circonstance 
suivante permet d'échapper à cette difhculté. 

Lemme 3.9. — Si la restriction de f Cz Ri^) à X-^cg n'a pas de pôle (ou de zéro) sur 
une courbe admissible, f est constante. En particulier, une fonction f g iî(X)\{0} est 
déterminée modulo C* par le diviseur qu'elle définit sur X^og par restriction. 

Démonstration. — Si / n'a pas de pôle sur la courbe admissible C et si a G C, / est 
constante, égale à /(a), sur toute courbe admissible voisine de C qui passe par a. Comme 
ces courbes recouvrent un ouvert non vide de X , f est constante. □ 

Compte tenu de cette remarque, en négligeant les éventuelles composantes irréductibles 
de dimension r de Xsi■o_g^ on dispose d'une théorie des systèmes linéaires sur X (on dira 
plutôt sur ^rcg) tout à fait analogue à celle qu'on aurait si X était lisse. On fait quelques 
rappels et on renvoie le lecteur à la présentation de Mumford lllj pour toute précision. 

Si / G iî(X)\{0}, le diviseur = (/|x,<,Jo- (/|x„g)oo des zéros et des pôles de / 

dans Xi-eg est bien défini. Deux diviseurs D et D' de X-^cg sont linéairement équivalents, 
ce qu'on note D ~Xjog D' , s'il existe une fonction / G R{X) telle que (/|x„g) = D' — D. 
A tout diviseur effectif Iq de Xrcg, on associe : 

1. l'ensemble llol des diviseurs effectifs de X^^g linéairement équivalents à Yq, c'est le 
système linéaire complet engendré par Iq ! 

2. l'espace vectoriel Q{Yo) des / G R{X) telles que, ou bien / = 0, ou bien le diviseur 
(/l^rcg) + ^ 6st effectif. Si / 7^ 0, il revient au même de dire que le diviseur 

^0 - (/|x,og)oo est effectif ou encore que {f\x,^^) = F - où F G \Ya\. 

Le point est que, compte tenu du Lcmme |3.9[ si Y ^x^^g Yq, il existe une fonction 
/ G iî(X)\{0}, unique modulo C* telle que {f\Xr^g) — Y — Yq. On a donc, comme c'est 
le cas pour une variété lisse, une correspondance biunivoque entre les droites vectorielles 
de Q{Yq) et les éléments de |lo|- 

Par définition, un système linéaire y sur X^eg est un ensemble de diviseurs effectifs de 
Xj-eg associé par une telle correspondance à un sous-espace non nul F d'un espace QÇYq). 
Si cet espace est de dimension finie, dim _F — 1 est la dimension du système y. 

Soit TT : X P'"+i une application birationnelle associée à un (n — 2)-uplet admissible 
de X . Si Hq, H £ H sont deux hyperplans distincts et si m G iî(P''"'"^)\{0} est une fonction 
rationnelle de diviseur (u) = H — Hq, la fonction rationnelle non constante m o tt induit 
un diviseur non nul sur X^^g, toujours en vertu du Lemme \JM 

Compte tenu de cette remarque on peut, de la même façon par exemple que dans [llj . 
associer à tout H G T-L un diviseur non nul (7r|x„g)*(-ff) de X,-cg. Ce diviseur est aussi la 
somme (non vide) YliLi '^i^ii où Wi décrit la famille des sous- variétés irréductibles de 
dimension r de X^^g d'image H et 011 ni est le degré de l'application induite 9 : Wi H . 

Ces diviseurs sont les éléments d'un système hnéaire (7i'|x,og)*(^)- Si iîo £ c'est 
le sous-système du système linéaire complet |(7r|Xj„g)*(^^o)| associé au sous-espace de 
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(3((7r|x„ )*{Ho)) des fonctions de la forme u o tt, où u G R(P^^^) et, ou bien u = 0, ou 
bien (u)oo — 0, ou bien (u)oo = ^^o- 

On notera abusivement n* au lieu de ttTv 

Soit C X X P'"+i le graphe de l'application n.Si K C X est un ensemble algébrique, 
on note Tr[K] le sous-ensemble algébrique {x' G P''+^, 3x ^ K, {x,x') G T^r} de F'^'^^. 
Si iî G 7^, on définit tt~^[H] de façon analogue. D'ailleurs, Tr^^[H] D X^^g est aussi le 
support du diviseur tt*{H). 

On note Hix) la sous- variété des H E H qui passent par le point x G P'''+^. On utilisera 
le lemme suivant : 

Lemme 3.10. — Soit a un {n — 2)-uplet admissible et b E Xadm(Q)- L'ensemble des 
H Çz % qui contiennent l'image d'une courbe C G Yiq{X]a,b) et tels que 7r*(iJ) soit 
irréductible, autrement dit que Tr'^^{H) = 7r*(iJ), contient un ouvert dense de T-L{TTa{b)). 

Démonstration. — Comme a est fixé, on ne le note pas en indice. Notons b' — 7r(6). 
On rappelle que tt induit un difféomorphisme de Xadmlo) sur son image dans P''+^. 
Comme (a, b) est admissible, l'image de T,g{X; a, b) est un ouvert dense de Ei(P''+^; b'). 
La première propriété définit donc un ouvert dense il de T-L{b'). 

Si H € n, le diviseur tt*{H) est de la forme tt*{H) — tt^^{H) + où les 

diviseurs irréductibles Wi, . . . , Wm sont contenus dans X\Xadm(<i). Pour i — 1, . . . , m, 
on peut choisir un point wi G Wi tel que Tr[wi] soit fini : Tr[wi] = {w^ j^, . . . , }. 
D'autre part, tt est un difféomorphisme d'un voisinage de b sur un voisinage de 6' et, 
compte tenu d'un cas particulier élémentaire d'un théorème de Zariski, la fibre 7r~"'^[6'] 
est connexe donc réduite au point b. Il en résulte que b' n'est pas un des points w'^ y 
Pour que tt*(H) soit irréductible, il suffit que H ne passe par aucun des points w'ij, ce 
qui définit un ouvert dense de fi. □ 

On peut enfin énoncer : 

Proposition 3.11. — Soit X une variété intégrable de la classe Xr+i,n{q)- La réunion, 
pour a G ^adm^^ '^^'5 systèmes linéaires y{X; a) = 7r*('H) est contenue dans un système 
linéaire y{X) sur Xicg, uniquement déterminé. Il est complet, de dimension r + n ~ 1. 

Un diviseur admissible générique appartient à y{X) et Y ■ C = n — l pour tout 
Y G y{X) et toute courbe admissible C <^Y . 

Démonstration. — Le point important est de montrer que deux systèmes y{X; a) et 
y{X; b) sont contenus dans un même système linéaire sur X^cg, autrement dit qu'on a 

(17) Fi G yiX; a), Y2 G y{X; b), ^ Yi Y2. 

En utilisant la transitivité de la relation ^x^ag ramène, un peu comme dans la 

dernière partie de la démonstration de la Proposition 13.31 à un cas particulier. 

Comme Xadm(a) et X^dmib) sont des ouverts denses de X, on peut choisir ci € X 
tels que les (n — l)-uplets (ci, ai, . . . , a„_2) et (ci, 61, . . . , bn-2) soient admissibles et donc 
aussi les (n — 2)-uplcts (ci, 02, ... , a,i_2) et (ci, 62, • • • , bn~2)- De proche en proche, on 
construit un (n — 2)-uplet admissible c ~ (ci, . . . , Cn-2) tels que tous les (n — 2)-uplets 

(ci, . . . ,Cp, ttp+i, . . . ,a„_2), (ci, . . . ,Cp, bp+i, . . . , &„_2), p = 0, . . . , n - 2, 
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soient admissibles. On passe donc de a à c puis de c à 6 par deux suites de (n — 2)-uplets 
admissibles, tels que deux {n — 2)-uplets consécutifs aient n — 3 éléments communs, à la 
même position (ceci est important à cause de la pondération). 

On peut donc supposer a — (ai, 02, . . . , an-2) et b — (61, 02, ... , a„_2). Finalement, 
soit c G X tel que (c, a) et (c, b) soient admissibles. Deux {n — 2)-uplets consécutifs de 
la suite a, (c, a2, . . . , a„_2), b sont contenus dans une même courbe admissible. 

On s'est ainsi ramené à ne considérer que le cas particulier de deux (n — 2)-uplets 
admissibles a = (ai, 02, . . . , a„_2) et b = (61, a2, . . . , a„_2) contenus dans une même 
courbe admissible. On démontre alors l'implication ([T7]) en vérifiant que y{X; a)r\y{X; b) 
est non vide. 

Notons b[ = TTaibi) et a'i = 7rb(ai). Le lemme précédent, appliqué à a et à 7i{b[), 
permet d'introduire un ouvert non vide 14 de 'H(t'i) tel que tout H EU contient l'image 
na{C) d'une courbe C G Y,q{X; a U {bi}) et tel que n^^{H) = 7r*(iï). 

Comme X est intégrable, 7r5(7r~^(iJ)) G H(a'i) pour tout H EU. On vérifie facilement 
(voir le commentaire qui suit la Définition 13. ip que l'application qui h H E 'H{b[) associe 
Tri,{TT^^{H)) G 'H{a[) est un homéomorphisme local. 

On applique encore le Lemme [3.f 01 cette fois à tt;, et à 'H{a'i). Il existe un élément Hq 
de (TTfe o Tr~^){U) tel que ti^^^Hq) = 7r^(iîo)- Alors -ïï^^{Hq) est un élément de y{X; b) 
qui est aussi de la forme Tr~^{H) avec H EU donc appartient au système y{X; a). 

On a montré que les systèmes linéaires y{X] a) sont contenus dans un même système 
linéaire y{X) et qu'un diviseur admissible générique appartient au système y{X), voir le 
Lemme lS.lOI Par invariance linéaire, on a bien Y -C = n—1 pour tout Y G y{X) et toute 
courbe admissible C <^ Y. îi reste à montrer que le système y{X) est nécessairement de 
dimension r + n — l, c'est-à-dire que, si m G est un {r + n— l)-uplet générique, 

il existe un et un seul diviseur Y G y{X) qui contient m. En effet, si l'on démontre cela, 
comme y{X) est contenu dans le système linéaire complet yi{X) défini par un élément 
quelconque de l'un des systèmes y{X; a), on aura nécessairement yo{X) = yi{X). 

On écrit m — (a, d) — {a, d' , d"), la juxtaposition d'un {n — 2)-uplet a, d'un 2-uplet 
d' et d'un (r — l)-uplet d" . On peut supposer {a,d') admissible, que les éléments de d 
appartiennent à Xadm(o) et que les r -|- 1 éléments de T^aid) sont en position générale 
dans P''+^, i.e. engendrent un hyperplan H. 

Notons Y = 7r*(iJ). C'est un élément de y{X; a) qui contient m. 

Réciproquement, soit Yi G y{X) un diviseur qui contient m. Il contient (a, d') donc 
la courbe admissible Cq = 7(0, d') puisque Yi ■ C — n — 1 si C Yi est une courbe 
admissible. Soit Yq une composante irréductible de Y telle que Cq C Yq. Si C ^ Yq est 
une courbe admissible, on a évidemment Yq ■ C < n — l, donc Yq ■ C = n — 1 compte tenu 
de la Proposition 13. 31 qui donne aussi que 7ro(lo) est un hyperplan Hq g H. 

Si Yi — Yq + W, on a • C = si C ^ Yi est une courbe admissible, donc W ne 
rencontre pas Xadm- On en déduit que Yq contient m. En particulier Hq = H. 

Finalement, les deux diviseurs Y = 7r*(_ff) et Yi sont linéairement équivalents et 
induisent le même diviseur au voisinage de Cq- D'après le Lemme [3.91 ils sont égaux. □ 
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3.6. Fin de la démonstration du théorème principal. — Rappelons que, compte- 
tenu en particulier du Corollaire 13. 8[ une variété X e AV+i,„(q) est intégrable si n = 2, 
ou si r = 1, ou si n > 3 et g ^ 2n — 3. le Théorème 1 1 . 71 est donc une conséquence du 
résultat plus précis suivant. 

Théorème 3.12. — Soit r > 1, n > 2 et q > n — 1. Toute variété intégrable de la 
classe Xr+i.niç) est standard. Plus précisément, si (f> : X p'"+"^i est une application 
rationnelle définie par le système linéaire y{X) de la Provosition \3 . 1 h alors : 

1. Xq = 4>(X^ C P'"+"'~i est une variété minimale de dimension r+1 et de degré n — 1 
et (j) induit une application hirationnelle (j) : X Xq ; 

2. celle-ci induit un difféomorphisme de Xadm sur son image, contenue dans (^o)adm / 

3. l'image d'une courbe admissible de X est une courbe admissible de Xq et (p induit 
un difféomorphisme de Tiq{X) sur son image dans E„_i(Xo). 

Démonstration. — On associe des applications rationnelles au système linéaire y{X) de 
la même façon que si X était lisse, voir le début de la Section 3.5. On choisit Yq g y{X) 
et une base (/o, . . . , /r+n-i) de l'espace Q{Yq). On pose 

(18) = [/o(a;) : • • • : fr+i{x) : • • • : /.+„-i(x)]. 

L'application (j) : X P''+"-i définie par (fT8|) ne dépend des choix qu'à composition à 
gauche près par un automorphisme de P''+"-i. De plus Xq = <p{X) engendre P''+"~i. 

Soit C une courbe admissible de X et a c C un (n — 2)-uplet. Pour analyser (p 
au voisinage de C\a, on choisit Yô G y{X;a) et la base de Q{Yç)) tels que dans ([T5]), 
(/o, . . . , fr+i) soit une base du sous-système linéaire y{X; a). L'application rationnelle 

T^aix) = [fo{x) : ■ ■ ■ : fr+i{x)] 

n'est rien d'autre qu'une application hirationnelle X P'"+i associée à a. On sait 
qu'elle induit un morphisme injectif sur Xadm(a'), de rang constant r -f 1. 

L'application cj) : X Xq est donc hirationnelle et, en faisant varier a, on obtient 
qu'elle est définie comme morphisme sur Xadm, de rang constant r Elle est injective 
sur Xadm car, pour tout Xi,X2 £ -'^'adm, il existe un [n — 2)-uplet admissible a tel que 
Xi,X2 G Xadm(a)- Donc 4> induit un difféomorphisme de Xadm sur son image, une sou- 
variété fisse (/'(Xadm) de P'"+"-i^ peut-être non fermée, contenue dans Xq. 

La variété Xq engendre P'"+"-i. Compte tenu des propriétés du système y{X)^ si 
C G Yiq{X), son image ç!'(C) coupe un hyperplan générique en n — 1 point. D'autre part, 
pour {xi, . . . ,Xn) 6 Xq générique, il existe une courbe (f>{C) qui passe par ces points. 
Comme un n-uplet générique de points de Xq engendre un P"~^, on conclut que Xq est 
une variété minimale de degré n — 1. 

La classification des variétés minimales, voir le début du Chapitre 5, montre que 
(-'^o)sing n'a pas de composante irréductible de dimension r. Il en résulte que </'(Xadm) 
est un ouvert fl de Xq, contenu dans la partie lisse de Xq. Pour démontrer la dernière 
partie de l'énoncé, puisque (j) : v'Cadm ^ est un difféomorphisme et que O est la réunion 
des images des courbes admissibles de X, il suffit de montrer que l'image d'une courbe 
admissible de X est une courbe admissible de Xq. 

Il suffit pour ça de répéter le raisonnement de la démonstration du Théorème 11.21 
en l'appliquant à Xq et, au lieu de CRN„_i(Xo), à la famille des courbes 0(C) avec 
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C G T^q{X). Si r est une telle courbe, on sait que F est lisse de degré n — 1 et contenue 
dans (Xo)rcg- Si {a[, . . . ,a^_j^) est un (n — l)-uplet de la courbe T on obtient que les 
osculateurs (Xo)a'j, ■ • ■ (^o)a' sont en somme directe projective. Ainsi, tout n-uplet de 
r est admissible pour Xq. Le théorème est démontré. □ 

3.7. Variétés intégrables et variétés standards. — Nous avons démontré qu'une 
variété intégrable X G Xr+i,ni<l) est standard, mais pas la réciproque. Du coup, la Propo- 
sition lÏÏTTl qui est importante, est énoncée en termes d'intégrabilité, une notion transitoire. 
D'autre part, le commentaire qui précède cette proposition laissait une question ouverte. 
Les résultats suivants répondent à ces questions. D'abord, on a : 

Lemme 3.13. — Une variété X G Xr+i,n{Q) est intégrable si et seulement si elle est 
standard. 

On se donne maintenant une pondération (pi, . . . ,/9„_i) avec Pn-i > 1. On a : 

Théorème 3.14. — Soit X e Xr+i.n{<l) avec n > 5 et q > n. Si a £ ^admj on affecte 
a du poids pi, on note 9a une projection osculatrice associée et q' — q ~ [pi + 1). 

1. Si X est un élément standard de Xr+i,n{<l), alors 9a{X) est un élément standard 

de Xr,n-liq'), pour tout a G ^adm- 

2. Si n > A et si 9a{X) est un élément standard de la classe pour tout 
o. G ^admj alors X est un élément standard de 

Nous démontrerons ces deux énoncés dans la Section 4.4. 

Une autre démonstration que celle qu'on proposera est possible, d'ailleurs plus élémen- 
taire, sur la base de la classification des variétés standards établie dans le Chapitre 5. 
Indiquons seulement à quoi se réduit la démonstration. Compte tenu de la Proposition l3.7[ 
la seconde partie du théorème ci-dessus est une conséquence du Lemme 13.131 Compte 
tenu du fait qu'une variété X G Xr+i.nil) est toujours standard si q 7^ 2n — 3, il suffit 
de démontrer ce lemme et la première partie du théorème dans le cas q = 2n — Z. Enfin, 
si la première partie du théorème est démontrée, on obtient le lemme par récurrence sur 
n, à partir du cas n = 3, à nouveau grâce à la Proposition 13.71 

En résumé, il suffit de montrer qu'une variété standard de la classe AV+i,3(3) est 
intégrable et que, si X est une variété standard d'une classe A:'r+i,„(2n — 3) avec n > 4, 
pour tout a G Xadm, son image 9a{X) G A'r+i,n_i(2ri — 5) par une projection de centre 
Xa{l) est une variété standard. La vérification, à partir de la description de ces variétés 
dans le Chapitre 5, ne présente pas de difficulté. 

4. La structure infinitésimale de la variété des courbes admissibles 

4.1. Structures quasi-grassmanniennes. — Dans cette section, nous rappelons les 
définitions et les résultats de la théorie des structures quasi-grassmanniennes dont nous 
aurons besoin, voir par exemple Hangan [8], Goldberg [6j. 

Notons Gs{W) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension s d'un 
espace vectoriel W. Soit V un espace vectoriel de dimension rn et soit m : C" ® C" — > 
un isomorphisme. Si p G {1, . . . , r} et v € {1, . . . , n}, l'application 

(19) CpCC) X G,(C") ^ Gp,(F), {E,F)^u{E®F), 
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définit une famille de sous-espaces de dimension pu de V . Ce sont les sous-espaces de 
type (p, v) de V ^ pour l'isomorphisme u. Un isomorphisme u' : C ® C" V définit les 
mêmes familles de sous-espaces si et seulement l'automorphisme u' o de C (8) C" est 
de la forme 7 ® (5 avec 7 G GL(C'') et 5 G GL(C"). 

Une structure tensorielle vectorielle de type (r, n) sur V est donnée par une famille 
maximale d'isomorpliismes linéaires C (g) C" — >■ V tels que si u, u' sont de la famille, 
u' o it~^ est de la forme qu'on vient de décrire. Elle induit naturellement des structures 
de type {p, v) sur les sous-espaces définis par ([TÏÏ]). 

Revenons à l'application (ITÏÏt . Un sous-espace de type (r, n—p) est l'intersection de p 
sous-espaces u{^y ® Fa) de type (r, n — 1) en position générale. Il revient au même de dire 
que les hyperplans Fi, . . . , Fp de sont en position générale. Une remarque analogue 
vaut pour les sous-espaces de type (r — p,n). 

D'autre part, un sous-espace de type (r — l,n — 1) s'écrit u{C^ ® F) H u{E ® C"), 
l'intersection de deux sous-espaces de type respectif (r, n — 1) et (r — 1, n). Notons que 
ces espaces ne sont pas en position générale dans V : 

dimC igjF + dimE(g) C" - dimF ® F = r{n - 1) + (r - l)n - (r - l){n - 1) = m - 1. 

On aura l'occasion d'utiliser le lemme suivant, emprunté à Goldberg [6] . 

Lemme 4-1- — Soit Fq, Fi, . . . , F„ des sous-espaces de codimension r de V en position 
générale, i.e. tels que n quelconques des espaces F^ = {l & V , l\p^ = 0} engendrent le 
dual V de V . Il existe une et une seule structure tensorielle vectorielle de type (r, n) sur 
V pour laquelle ces espaces sont des sous-espaces de type (r, n — 1) de V . 

Démonstration. — Pour l'existence, on se donne une base (j)i, . . . , (j)r de F^^ et l'on dé- 
compose les suivant la décomposition V = ®a=iF^, soit (pj — J2a=i^jo'^ ^^^'^ 
nija e Fa - On vérifie que {rrija) est une base de V et que Fq, . . . , F„ sont des espaces de 
type (r, n — 1) pour la structure tensorielle vectorielle définie par la base duale de (nija)- 

Réciproquement, soit u : CoC" V un isomorphisme et Hq, . . . , iï„ des hyperplans 
de C" en position générale, tels que «(C ® Ha) = Fa, a — 0,...,n. On peut, sans 
changer la structure, supposer qu'on a Ha = {a; G C", = 0} si a = 1, . . . , n et qu'on 
a Ho = {x € C", xi -I- • • • -I- x„ = 0}. Si w' : C €5 C" F a la même propriété, on 
peut faire la même réduction sans changer la structure définie par u' . On obtient alors 
{u' o u^^){C^ (g) Ha) — ® Ha pour tout a. On en déduit que u' o u~-^ est de la forme 
7 ® Ic" donc que u et u' définissent la même structure. □ 

Dans la suite, on utilisera la terminologie des « G-structures ». Identifions C" à un 
produit tensoriel CoC" et notons {gja,kp) les éléments du groupe de matrices GL(rn), 
par légèreté sans écrire les domaines de variation des indices. On note G^.n le groupe des 
matrices (gja.kfi) de la forme 

<?ja,fe/3 - C,k Aai3, iCjk)lk=i G GL(r), iAa0)2,p^^ & GL(n). 

Une Gr.n-structure vectorielle sur V, ou structure grassmannienne vectorielle de type 
{r,n), est définie par la donnée d'une famille maximale £ de bases de V, dites bases 
distinguées, telles que la matrice de passage entre deux éléments (vja) et (wja) de £ 
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appartienne au groupe Gr,n- Autrement dit la formule de passage est de la forme 

r n 

(20) Wja = X! X! '^jkAap Vkf) ■ 

k=l 13=1 

Comme le groupe de matrices Gr,n est invariant par transposition, il revient au même 
de se donner une famille maximale £' de bases de l'espace dual V' de V, telles que les 
matrices de passage appartiennent au groupe Gr,n- 

Toute base distinguée (vja) de V détermine un isomorphisme m : C C" — ;> ^ 
défini par u{ej ® ^Pa) = Vja, où (ej)j=i est la base canonique de C" et {(paYa=i base 
canonique de C", et la famille des isomorphismes ainsi obtenus définit une structure 
tensorielle de type (r^n). Une Gr,n-structure vectorielle est donc la même chose qu'une 
structure tensorielle vectorielle de type (r, n) . 

Soit maintenant M une variété analytique lisse de dimension m. Une G r,n- structure 
sur M, ou structure quasi- grassmannienne de type {r,n) sur M, est définie par la donnée 
d'une Gr.n-structure vectorielle sur chaque espace tangent T^M, dépendant analytique- 
ment du point x de M. En pratique, elle sera définie par une famille de bases locales de 
1-formes telle que les matrices de passage sont des fonctions analytiques à valeurs dans 
le groupe Gr.n- Une telle base est dite distinguée. 

Une sous- variété lisse N de AI est une variété intégrale de type (p, v) si, pour tout 
X G N, T^N est un sous-espace de type (p, v) de T^M. 

Par exemple, si V est un espace vectoriel, pour x E V on identifie T^V à V. Une 
Gr,n-structure sur V est constante si elle est définie par une base de 1-formes constantes. 
Deux Gr,n-structures constantes sont équivalentes par transformation linéaire. 

Une Gr,ri-structure est intégrahle ou plate si elle est localement difféomorphe à une 
Gr^n-structure constante. L'exemple le plus important est la G^.n-structure naturelle sur 
la grassmannienne Gr,n (de dimension m) des P"~i c P''+"-i. Ses variétés intégrales de 
type (r, n — 1) sont les sous- variétés de codimension r dont les éléments passent par un 
point donné de P''+"-i et ses variétés intégrales de type (r — sont les sous- variétés 
de codimension n dont les éléments sont contenus dans un hyperplan donné. 

On se donne une Gr.n-structure sur une variété analytique lisse M . 

Définition 4. 2. — La Gr.n-structure est ^ -intégrahle^ respectivement 6 -intégrahle^ si, 
pour tout x e M et tout sous-espace de T^M de type (r, 1), respectivement de type 
(1,71), il existe un germe en x de variété intégrale N de même type que Nx^ tel que 

Les lettres 7 et 5 sont censées évoquer la gauche et la droite. 

La 7- et la (5-intégrabilité de la structure sont caractérisées par l'annulation de cer- 
tains tenseurs. Il en résulte, on utilisera cette remarque, qu'il suffit, dans la définition 
précédente, que les conditions soient vérifiées pour x € M et C T^M génériques. 

On rappelle le résultat suivant, voir Goldberg (i : 

Théorème 4-3. — Une G r,n- structure est intégrahle si et seulement si elle est 7- et 
ô-intégrahle. 
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4.2. La structure quasi-grasssmannienne de 'Sq{X). — L'objet de ce chapitre est 
de démontrer le résultat suivant. 

Théorème 4-4- — Si X G Xr+i,niQ), lo, variété lisse 'Eq{X) des courbes admissibles de 
X admet une G r,n- structure naturelle, déterminée par la propriété suivante : 

- pour tout point admissible a de X , la sous-variété Yiq{X] a) des courbes admissibles 
de X qui passent par a est une sous-variété intégrale de type (r,n — 1) de S]g(X). 
Cette structure est ^-intégrable. Elle est intégrable si et seulement si X est un élément 
standard de <-kV+i,n(ç). 

La première partie de l'énoncé est une conséquence du Théorème 12 . 1 11 et du fait que 
l'espace iî°(P^,L) a une structure tensorielle vectorielle de type {r,n) naturelle si L est 
la somme directe de r fibrés en droites de degré n — 1. Cet espace admet d'ailleurs une 
structure plus fine qui distingue, parmi tous les sous-espaces de type (r, n — 1), la famille 
des sous-espaces de la forme G iî°(P^,L), = 0} quand t décrit P^. Cette structure, 
qu'on peut aussi décrire en termes de G-structure, est intéressante mais n'intervient pas 
dans la démonstration. Elle ne sera pas discutée ici, voir aussi Gindikin [5] à ce sujet, 
dans un cadre plus général. 

Soit C une courbe admissible et V l'espace tangent Tc'Sq{X), qu'on identifie à l'espace 
H°{C,NcX) des sections globales de NcX. Ecrivons NcX — ©j^^Lj, oià Li,...,Lr 
sont des sous-fibrés en droites de degré n — 1 de NcX. Choisissons un point de C, un 
isomorphisme : C — > tel que 4'{xq) = oo et pour j = 1, . . . , r, une section non nulle 
Cj de Lj ayant un zéro d'ordre n — 1 en xq- Les rn sections analytiques 

(21) a; e C, eja{x) = (f){x)°'~^ej{x), a — \,...,n, 

de NcX forment une base (e^a) de V . On munit V de l'unique Gr.n-structure vectorielle 
pour laquelle {cja) est une base distinguée. Rappelons que cette structure est aussi la 
structure tensorielle vectorielle définie par l'isomorphisme linéaire u : C''(8)C" V donné 
par u{ej ® (fa) = &ja, où (£j)J=i est la base canonique de C et (</?q)q^i celle de C". 
Notons {mja) la base duale de la base (cja)- 

Un sous-espace de type {r,n — 1) de V est défini par un système de la forme : 

n 

^ talTljaiO =0, j = l,...,r, 

Q = l 

OÙ [ti : ■ ■ ■ : tn] e P"^^. D'autre part, une section Ç = ^ mja{£,) eja s'annule en un 
point donné a G C si et seulement si 

n 

^0(a)"-im,„(e) = O, J-l,...,r. 

a=l 

Ce système définit un sous-espace de type (r, n — l) de V , d'ailleurs d'une forme par- 
ticulière. Compte tenu du Lemme 14.11 la Gr.n-structure vectorielle définie par la base 
{eja) est la seule pour laquelle ces espaces sont de type (r, n — 1). En particulier, elle ne 
dépend pas des choix qu'on a faits. 

Admettons provisoirement que la structure qu'on vient de définir sur TcT,q{X) dépend 
analytiquement de C. On a donc construit une Gr.n-structure sur T.q{X). Comme l'espace 
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tangent Tc^q{X; a) s'identifie au sous-espace des sections ^ qui s'annulent en a, on 
obtient la première partie de l'énoncé. 

Soit C G et {cja) une base de V, de la forme (1^ . 

Soit Ne un sous-espace de type (r, 1) de V. Par définition, Ne admet une présentation 
paramétrique de la forme 

n r 
a=l j=l 

on (si, . . . , Sn) G C"\{0}. Étant donné a G C\{xo}, toutes les sections G Ne s'annulent 
en ce point si et seulement si u = (j){a) vérifie X]q=o Saw""^ = 0. Pour s G C" général, 
les solutions définissent un {n — l)-uplct a ~ (ai, . . . , a,i_i) de C et l'on obtient 

Tl-l 

Nc^f] Tc^qiX; a,) = TcS,(X; a). 

i=l 

Comme Eç(X;a) = Ç^^^ Tiq{X;ai) est une variété intégrale de type (r, 1) de 
compte tenu de la Définition 14.21 et du commentaire qui la suit, on obtient que la Gr,n- 
structure de ^q{X) est 7-intégrable. 

Pour montrer que la Gr,ri-structure vectorielle qu'on a construite sur chaque espace 
TcT,q{X) dépend analytiquement de C G Eq(X), fait qu'on a provisoirement admis, on 
peut procéder de la façon suivante. 

Soit C G T,q{X), (ao, . . . , a„) un (n-l-l)-uplet de C et, pour a = 0, . . . , n, Yq, un germe 
d'hypersurface lisse transverse à C en Oq,. Comme on l'a vu à la fin de la Section 2.6, 
l'application 7, voir le Lemme 12.81 induit un difféomorphisme local 

yix---xr„^i]ç(x). 

Il en résulte que, pour a G {!,...,«} fixé, les variétés Yiq{X] y) avec y G Yq forment un 
germe de feuilletage (régulier) Fa de codimension r au voisinage de C dans Yiq{X). De 
plus les feuilletages J^i , . . . , Tn sont en position générale. On définit le feuilletage Tq de 
façon analogue. Par symétrie, on obtient n -(- 1 feuilletages de codimension r, en position 
générale. 

On choisit un système de 1-formes analytiques {4>jYj^i tel que le feuilletage soit 
défini par le système d'équations = 0, j = 1, . . . , r}, et on décompose chaque 1-forme 

en = X]a=i ^ja, 011, pour a = 1, . . . , n, le système {ujja =0, j = 1, . . . , r} définit le 
feuilletage Ta- Par construction et compte tenu du Lemme [4. 11 on obtient ainsi un germe 
(ojja) de base de 1-formes analytiques au voisinage de C et pour tout C" G Yiq{X) voisin 
de C, la base de Tc'y^q{X) induite par cette base est distinguée pour la Gr,„-structure 
vectorielle de Tc''£'q{X). Ceci donne le résultat voulu. 

4.3. Fin de la démonstration du Théorème l4.4l — Si C P''+" 1 est une variété 
minimale de degré n — 1, la structure quasi-grassmannienne de I]„_i(Xo) est induite par 
l'application qui associe à un P"~i c P'"+"~i générique la section Xq nP"~^. Elle est 
intégrable. Par définition d'une variété standard de la classe Xr+i^n{q), éventuellement en 
invoquant le Théorème 13 . 1 21 pour plus de précision, la G^, «-structure naturelle de Yiq{X) 
est intégrable si la variété X est standard. 
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On traite la réciproque. On suppose que la G,-^„-stucture de TiqÇX) est intégrable. 
Compte tenu du Théorème l3.121 il s'agit de montrer que X est intégrable au sens de la 
Définition O 

Soit C une courbe admissible de X, a C C un (n — 2)-uplet et tt : X P'+i une 
application birationnelle associée. Soit x un point de C\a, h C T^X un hyperplan qui 
contient T^C et H l'hyperplan de P''+i passant par Tr{x) et de direction l'image de h 
dans T^(a;)P''+^. La variété Yq = tt~^{H) est un diviseur admissible qui contient C et 
est tel que T^Yq — h. Comme on l'a remarqué après la Définition 13.11 on obtient tous 
les diviseurs admissibles de X par cette construction. Il s'agit donc de montrer que Yq 
appartient à la classe Xr^n{q)- 

Soit V = TcEq(X), qu'on identifie à H^{C,NcX), et {cja) une base distinguée de V 
de la forme (ED). Par définition, un sous-espace Le de type (r — l,n) de V admet une 
présentation paramétrique de la forme 

n r 
a=l j=l 

où K est un hyperplan de C. La fibre Lc{p) = {£,{p) G {NcX)p, ^ G Le} de Le en 
tout point p G C est donc de rang r — 1. On choisit le sous-espace L^ de type (r — 1, n), 
dont la fibre Lc{x) au point donné x G C\a est h/T^C. 

Comme la Gr,n-structure de J^q{X) est supposée intégrable, il existe en C un germe 
L C ^q{X) de variété intégrale de type (r — tel que TcL = Le- Considérons la 

projection canonique 

K : {{C',x') eLxX, x' e C"} ^ X. 

Son image est aussi l'image d'un relèvement V : LxF^ X de l'inclusion v : L ~^ I]q{X). 
Les dérivées de w et de F en C" G L et {C',t) G i x sont reliées par la formule © 
du Chapitre 2. Si x' = V{C',t), l'image de la dérivée de V est le sous-espace de T^'X 
qui contient T^'C et dont le quotient par T^'C est la fibre en x' du sous-espace TcL 
de H^{C' ,Nc'X). En particulier, comme cette fibre est de dimension constante r — 1, 
l'application V est de rang constant r et donc, si le germe L est choisi assez petit, son 
image Y = k{L) est une hypersurface analytique (non fermée) lisse qui contient C. Par 
construction T^Y — h. 

Considérons à présent la projection canonique 

{iC\x')eLxXi±, x'cC'}^xi±. 

La variété de départ est de dimension (r — l)n + n = rn et si a;' est dans l'image de 
I (7(^')i^') 6st son seul antécédent. L'application valeurs dans F", est donc 

de rang m = dimK" au point générique de la variété source. Rappelons que Y est lisse 
le long de C donc engendre un espace de dimension > nr-i.n{q)- On a obtenu : 

la variété irréductible lisse (non fermée) Y — n{L) engendre un espace de dimension 
> T:r-i,n{q) et il existe un n-uplet G Y"^ tel que, pour tout y G Y^ voisin de y^, il 
existe une courbe C G CRNg(y) qui contient y. 

Bien que la variété Y ne soit pas fermée, le même argument qu'au début de la 
démonstration de la Proposition 13.31 montre que 7r(K) est contenu dans un hyperplan de 
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P''+^, nécessairement l'hyperplan H. Il en résulte que Y est un ouvert àeY^ = ir ^{H) 
puis que Yq appartient à la classe Le Théorème 14.41 est démontré. 

4.4. Application : retour sur la Section 3.7. — On vient de montrer que si la 
variété X £ est standard, la Gr.n-structure naturelle de est intégrable, 
puis que, si cette structure est intégrable, alors X est intégrable. Pour X, les deux 
propriétés, d'être intégrable et d'être standard, sont donc équivalentes. Ceci démontre le 
Lemme [3.131 et la seconde partie du Théorème 13. 141 

Reste à démontrer la première partie de ce théorème. Soit X une variété standard de 
la classe Xr+i,ni<l) avec n > 3 et g > n. On se donne un point a G Xadm qu'on affecte du 
poids Pl. Il s'agit de montrer que la variété X' = 0aiX) G Xr+i^n-i est standard, où 6a 
est une projection osculatrice associée a, a ei q' — q — (pi + 1). 

On sait que 9a induit un difFéomorphisme de ^adm('2) sur son image, un ouvert dense 
de -^adm' ainsi qu'une application 9a : Sg(X;a) T,q:{X'). En utilisant les rappels 
faits au début de la Section 2.6, on calcule facilement la dérivée de cette application 
en C G Tiq[X) et l'on vérifie que c'est un isomorphisme. On en déduit que 9a est un 
difFéomorphisme de Eg(X;a) sur son image, un ouvert dense de Eç'(X'). 

Finalement, comme la Gr,n-structure de Yiq{X) est intégrable, la Gr,n-i-structure 
induite sur a), une variété intégrale de type (r, n — 1), est intégrable. Compte tenu 

du Théorème 14. 4[ le difféomorphisme 9a est compatible avec les G,-^„_i structures de la 
source et du but. Il en résulte que la Gr,ïi-i-structure de est intégrable sur un 

ouvert dense de Eg/ {X'). Elle est donc intégrable et, d'après le même théorème, la variété 
X' est standard. 

4.5. Une autre démonstration du Théorème 11.71 ? — Dans la Section 4.3, pour 
montrer que X est une variété standard si la Gr,n-structure de Y,q{X) est intégrable, nous 
avons utilisé la notion intermédiaire de « variété intégrable > et le Théorème 13. 121 D'un 
autre côté, les méthodes décrites dans ce chapitre suggèrent une autre démonstration 
du Théorème ll.7l L'esquisse ci-dessous est seulement plausible. Faute de temps et aussi 
faute de motivation, nous n'avons pas vérifié les détails. 

Un problème général intéressant est de caractériser les paires (X, où X est 

une variété algébrique irréductible de dimension r + 1 et une variété algébrique 

irréductible de dimension m de courbes de X, qui sont équivalentes par une transforma- 
tion birationnelle à une paire (Xo, I](Xo)) oii la variété Xq engendre un espace P''+"-i 
et S(^o) est la variété définie à partir des sections fl P"^^. Disons que la paire 
{X, Yi{X)) est standard si c'est le cas. C'est l'analogue pour les courbes du problème de 
la caractérisation des systèmes de diviseurs qui sont linéaires. Dans ce cas-ci, un théorème 
d'Enriques ,3i donne une réponse importante. 

On considère la situation qu'on vient de décrire, sous l'hypothèse que la relation d'in- 
cidence « X G C > entre points x £ X et courbes C G détermine, au sens de 
la première partie du Théorème 14.41 une structure quasi-grassmannienne sur un ouvert 
dense de et que celle-ci est intégrable. On suppose de plus que, pour x G X" 
générique, il existe une et une seule courbe C G qui contient x. Il est tentant de 
penser (est-ce connu?) que, sous ces hypothèses, la paire (X, E(X)) est standard. 
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La Section 4.3 nous dit au moins comment essayer de construire le système de diviseurs 
qui, si l'on montre qu'il est linéaire, résout le problème posé. Un élément générique Y du 
système devra contenir la réunion des courbes qui sont éléments d'une variété (ou d'un 
germe de variété) intégrale de type (r — l,n) de dépendant de Y. 

Si les conjectures précédentes sont correctes et démontrées, une démonstration alter- 
native du Théorème 1 1 . 71 consiste à ne retenir du Chapitre 3 que la Proposition 13.51 dont 
la démonstration est très facile, à en déduire le résultat voulu si n = 3 et à conclure par 
l'énoncé suivant de la théorie des structures quasi-grassmanniennes. 

Théorème 4-5. — Soit r > 2, n > 3 et M une variété munie d'une G r,n- structure 7- 
intégrable. Soit J-q, J-i, . . . , J-„ des feuilletages de codimension r au voisinage de xq G AI , 
en position générale, dont les feuilles sont des variétés intégrales de type (r, n — 1). Si 
la Gr,n~i-structure induite sur chaque feuille de chaque feuilletage est intégrable et si 
n > 4, alors la G r.n- structure de M est intégrable au voisinage de xq. 

On remarquera l'analogie entre l'énoncé précédent et le Théorème 13. 141 sur l'hérédité 
de l'intégrabilité. En fait nous avons d'abord démontré un analogue de ce dernier en 
utilisant le Théorème 14.51 La démonstration directe qu'on a donnée dans le Chapitre 3 
n'a été découverte que plus tard. 

Le Théorème 14.51 apparaît dans Goldberg [6], 011 le cas n = 3 est permis, mais tout 
exemple d'une variété spéciale d'une classe iYr+i.3(3), on en construira dans le Chapitre 6, 
montre que le résultat est faux si n = 3. 

En effet, soit X G --1^+1.3(3) une variété spéciale. La variété Yi^{X) est munie d'une 
Gr,3-structure 7-intégrable naturelle, qui n'est pas intégrable puisqu'on suppose que 
X est spéciale. D'autre part, si a est un point admissible de X, on a vu que la 
structure induite sur la variété I]3(X;a), une variété intégrale de type (j', 2), est locale- 
ment équivalente à la Gr,2-structure naturelle sur la variété Yi2{X'), où X' est une variété 
de Veronese d'ordre 2, l'image de X par une projection osculatrice de centre Xa{l). Cette 
structure est donc toujours intégrable. 

D'autre part, on a vu à la fin de la Section 4.2 comment construire des feuilletages 
!Fq,J^2, ■ ■ ■ de codimension r au voisinage de C G I]3(X), en position générale, dont 
les feuilles sont des variétés de la forme T,^{X]a) avec a G ^adm- Ceci montre que la 
condition n > 4 est nécessaire dans l'énoncé ci-dessus. 

En revanche, la (5-intégrabilité des Gr,n- et Gi.^„_i-structures de l'énoncé se lit sur des 
tenseurs dont des formules explicites sont données dans Goldberg [6] et qui sont faciles à 
calculer sous l'hypothèse n > 4. Bien que ce ne soit pas la démonstration choisie dans [6] 
(elle est incorrecte), peut-être dans l'espoir de couvrir aussi le cas n = 3, la démonstration 
du Théorème 14 . 5 1 est très simple à partir de ces formules. 

5. La classification des variétés standards 

5.1. Préliminaires. — Deux variétés projectives X et X' sont équivalentes s'il existe 
un isomorphisme : {X) — > {X') tel que 4>{X) = X'. Dans ce chapitre, nous donnons la 
classification des variétés standards à équivalence près. 

Le résultat précis est énoncé dans la prochaine section. La démonstration occupe le 
reste du chapitre et suit la classification des variétés minimales, qu'on rappellera. 
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Soit Xq e Xr+i.nin ~ 1) une variété minimale et X e une variété standard, 

voir la Définition 11.81 On dit qu'une application birationnelle : Xq --^ X, telle que 
l'image d'une section de Xq par un P"~i c P''+"~i générique appartient à CRNç(X), 
associe X à Xq et, si une telle application existe, que X et Xq sont associées. 

Pour chaque variété minimale Xq, on construira explicitement des variétés standards 
qui lui sont associées. On montrera que la liste donnée est exhaustive en déterminant 
tous les systèmes linéaires sur Xq tels que les applications rationnelles qu'ils définissent 
associent Xç, à des variétés standards. On utilisera sans démonstration les propriétés 



connues du groupe de Picard de Xq ^ ainsi que le lemme suivant. 



Lemme 5.1. — Soit Xq g Xr+i,n{n — 1) une variété minimale et (j) : Xq X une 
application birationnelle qui associe une variété standard X 6 Xr+i^n{q) à Xq. L'appli- 
cation (j) est définie par un système linéaire complet \W\ de dimension 'ïïr,n{q), tel que 
C ■ W — q pour toute section de Xq par un P"^i c P''+"^i générique. 

Démonstration. — On se place sous les hypothèses de l'énoncé. D'abord, la partie sin- 
gulière d'une variété minimale est vide ou de codimension > 2, ce qui permet d'utiliser 
la théorie des systèmes linéaires. On note Pic (Xq) le groupe des classes de diviseurs 
de Xq modulo équivalence linéaire : deux diviseurs W, W G Div(Xo) sont linéairement 
équivalents si — W est le diviseur d'une fonction rationnelle / S iî(Xo)\{0}. 

L'application (j) est définie par un système linéaire C sans composante fixe et de dimen- 
sion TTr.nil), Uniquement déterminé. C'est un sous-système linéaire d'un système linéaire 
complet \W\ sans composante fixe, défini par une classe W S Pic(Xo), 

Comme 4> : Xq X est birationnelle et qu'une section générique C — Xq n P"~i 
est contenue dans (Xo)rog et ne rencontre pas le lieu d'indétermination de 0, son image 
(p{C) est de degré C ■ W, ce qui donne C - W — q. 

L'image X' de Xq par une application rationnelle définie par le système linéaire complet 
\W\ a aussi la propriété que, pour x G X'" générique, il existe un élément de CRNç(X') 
qui contient x. Compte tenu du Théorème 11.21 la variété X' engendre un espace de 
dimension < nr^niç)- Comme le sous-système C du système \W\ est déjà de dimension 
T^r,n{q), on obtient £ = \W\. □ 

5.2. La classification. — Rappelons d'abord la classification des variétés minimales 
Xq c P'"+"^i^ de dimension r -|- 1 et de degré n ~ 1. 
Si n = 2, Xq est un espace projectif P''+^. 

Si n = 3 et r > 2, Xq peut être une hyperquadrique de P''+^, de rang > 5. 

Si n = 5, Xq peut être un cône au-dessus d'une surface de Veronese d'ordre 2. 

Si n > 3 et si Xq n'est pas de l'une des deux formes précédentes, Xq est un scroll 
rationnel normal. Les scroUs rationnels normaux de dimension r -|- 1 et de degré n — 1 
sont caractérisés à équivalence près par une famille d'entiers ag, . . . , tels que : 

(22) a,Q > ■ ■ ■ > Gr > 0, Qq + ■ ■ ■ + Ur = n — l. 

Le modèle Sao....,a,. d'un tel scroll est donné dans le paragraphe ci-dessous. 



6. Rappelons en particulier que si Xq est un cône au-dessus de Xq, le groupe de Picard de Xq est 
naturellement isomorphe à celui de Xq ; voir R. Hartshorne : Algebraic Geometry, Graduate Texts in 
Mathematics 52, Springer-Verlag, Chapitre II, Exercice 6.3. On utilisera cette propriété. 
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Comme on va le voir, une variété standard est le plus souvent équivalente à la complétée 
projective d'une sous-variété d'un espace paramétrée par une famille de monômes. 
On introduit une définition purement utilitaire. 

Définition 5.2. — Soit A C N''"'"^\{0} un ensemble fini de cardinal Na > 1. On note 
X — {xa)a&A le point courant de et, pour tout s = (si, . . . ,Sr-+i) G et tout 

a = (ai, . . . , Q!r+i) G A, on note s" = s"^ •■•Sr+t^- variété monômiale définie par 
l'ensemble A est la variété projective X C P^^ telle que 

(23) xnc^^ = {(s")„6A, sec^+i}. 

On distinguera souvent certaines des composantes de s e en changeant de no- 

tation. Par exemple, étant donnée une famille d'entiers (oq, . . . ,ar) qui vérifie (|22[) . la 
variété monômiale définie par l'ensemble 

r 

^ = |(fc,a) G (N X N'^)\{0}, |a| < 1, fc < (p - l)ao -I- ^ aja^j. 

est un scroll rationnel normal de dimension r -|- 1 et de degré n — 1, qu'on note Sao a^- 

Le théorème suivant donne la liste, sans omission ni répétition, des variétés standards. 

Théorème 5.3. — Soit X G AV+i,n(9) une variété standard avec r > 1, n > 2 et 
q > n — 1. Elle est associée à une seule variété minimale Xq, à équivalence près. 

1. Si n = 2 donc Xq = P''+^, X est une variété de Veronese d'ordre q. 

2. Si n — 3 et si Xq est une hyperquadrique de rang > 5, q est pair et X est l'image 
de Xq par un plongement de Veronese d'ordre q/2. 

3. Si n — b et si Xç, est un cône au-dessus d'une surface de Veronese d'ordre 2, q est 
pair et X est équivalente à la variété monômiale définie par l'ensemble 

A{q) = {(i,j,a) G X W-\ 1 < 2{i+j)+A\a\ < g}. 

4. Si n > 3 et si Xq est le scroll rationnel normal SaQ^...,arj de degré n ~ 1, X est 
équivalente à une variété monômiale définie par un ensemble 

r 

A(p,x) = {(fc,a)e(NxN'^)\{0}, \a\<p, fc < (p - |a|)ao + a,a, -f x}, 

i=i 

où q — p{n — 1) + X; P ^ 1 £st un entier et x ^ . . . ,n — 2}. 
Si q ^ —1 modulo n—\, q = p[n — 1) + X est la division euclidienne de q par n — 1. 
Si q = —1 modulo n—1, les ensembles A{p, n — 2) et A{p + 1, —1) définissent des 
variétés standards ; elles sont équivalentes si et seulement si n — 3 ou gq = n — 1. 

Le première partie de l'énoncé est une conséquence de la seconde. En effet, si une 
variété X G Xr+i,n{q) est associée à deux variétés Xq,Xi g Xr+i,n{n — 1), Xi est 
associée à Xq et donc équivalente à Xq d'après la classification. 

Remarquons qu'une même variété peut appartenir à plusieurs classes Xr+i^n{q), 
comme le montre la dernière partie de la classification. Sil<x^"'~2, l'ensemble 
j4(1,x) définit une variété standard de la classe A',.+i^„_i(n — 1 + x)) qui est aussi le 
scroll rationnel normal Saa+x ar+x ^ '^r+i.n'in' — 1) avec n' = n + (r + l)x. 
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Avant de passer à la démonstration du théorème, faisons quelques remarques sur la 
Définition 15.21 Les ensembles de multi-indices A C N'"+^\{0} qui interviendront auront 
tous les propriétés suivantes : 

- si a G W~^^ est de longueur |a| — 1, alors a G A ; 

- si a G A et si a' G N''+^\{0} est tel que a'^ < ai pour i = l,...,r + f, alors a' G A. 

Soit X une variété monômiale définie par un ensemble A qui a ces propriétés. Il résulte 
de la première propriété que X C^^ est une variété isomorphe à C"*"^. 

Il résulte de la seconde propriété que X n C''^-* est homogène. Plus précisément, pour 
s* G C"*"^ donné, X n C''^-* est aussi paramétré par Xa = {s^, + s)", a G A. Compte tenu 
de la seconde condition, les polynômes (s* + s)" — s", a G A, engendrent le même espace 
vectoriel que les monômes s", a G A. Il existe donc une transformation affine de C^-"^ 
qui conserve X et envoie G X sur un point donné de X n . 

Si X,X' sont des variétés monômiales définies par des ensembles A, A' C N''+^\{0} 
qui vérifient les conditions précédentes et si A' C A, la projection (xa)aGA ^ ixa)aeA' 
induit un isomorphisme de X n C^-* sur X' C^-*' . 

5.3. Les trois premiers points de la classification. — On les démontre au cas par 
cas. 

Si n = 2, le groupe de Picard de Xq — P'"+i est engendré par la classe H d'un 
hyperplan. Si ç > 1, les applications rationnelles induites par le système \qH\ sont les 
plongements de Veronese d'ordre q. Ceci donne le premier point du théorème. Bien sûr, 
le Théorème II. 51 est bien plus fort, puiqu'on n'y suppose pas que X soit standard. 

Soit n = 3 et Xq C P'"+^ une hyperquadrique de rang ^ + 1 > 5, ce qui impose en 
particulier r > 3. Comme Xq est un cône au-dessus d'une hyperquadrique lisse de rang 
> 5, son groupe de Picard est le groupe libre engendré par la classe H d'une section 
hyperplane de Xq. Si p > 1, l'application rationnelle définie par le système linéaire \pH\ 
est la restriction à Xq d'un plongement de Veronese d'ordre p de P''+2 et l'image d'une 
section de Xq par un C P''+^ générique est une courbe rationnelle normale de degré 2p. 

D'autre part, dans un système convenable de coordonnées homogènes [Uq : ■ ■ ■ : Ur+2], 
la quadrique Xq est donnée par l'équation X)j=o ~ ^- notant U = {Uq, [/'), comme 
un polynôme homogène de degré p s'écrit 

F{U) = Go{U') + UoGi{U') + {J2 Uf )G2iU), 
où Gq{U') est homogène de degré p et Gi{U') homogène de degré p — 1, on voit que 

di,ni.i,|/(^+;;'') + Ç|0-i.,„,(2.)^ 

On a obtenu le deuxième point du théorème. 

Soit n = 5 et C P''+4 un cône au-dessus d'une surface de Veronese 5 C P^. Le 
groupe de Picard de 5* est le groupe libre engendré par une conique de S, donc celui de 
Xq est le groupe libre engendré par la classe R d'un cône au-dessus d'une conique de S 
et 2R est la classe d'une section hyperplane de Xq- 

Si C G CRN4(Xo) est la section de Xq par un P"* c P''+'* générique, alors C-aR^ 2a. 
Il en résulte que, si X G Xr+i.5{q) est associée à Xq, q est pair et X déterminée par g. 
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à équivalence près. En particulier, si q est un multiple de 4, X est l'image de Xq par un 
plongement de Veronese d'ordre q/A de Xq. 

Réciproquement, r > 1 étant fixé, soit ç > 4 un entier pair et 

A{q) = e X W-\ 1 < 2{i + j)+A\a\ < g}. 

Notons X{q) la variété monômiale définie par l'ensemble A{q). On vérifie que X{4) est 
un cône au-dessus d'une surface de Veronese. On peut supposer que c'est Xq. 

L'inclusion A{4) C A{q) induit une application birationnelle (p : Xq X(q). Une 
section générique Xq Ci V* de Xq est paramétrée par des équations de la forme : 

T40) „ s, (9) 

011 6* G P^, les Tj{0) sont des polynômes de degré < 2 et les Sj(9) des polynômes de degré 
< 4. Son image par (j> est paramétrée par 

= y^(g),+j-+2|a| ' ^ ^(9)- 

C'est en général une courbe rationnelle normale de degré q. La variété X{q) vérifie donc 
la première propriété dans la Définition 11. Il Pour montrer qu'elle appartient à AV+i,5(ç), 
il suffit de vérifier qu'elle engendre un espace de dimension TTr.siq)- 

On écrit q = 2a et on décompose A{q) = {(i, j, a) G W'^^, 1 < i + j + 2\a\ < a} 
selon les parités de i et de j : le cardinal de A{q) est la somme des cardinaux des quatre 
ensembles de a) G N''^^ respectivement définis par : 

< 2i+2j+2\a\ < a, 2i+2j + l+2|a| < a, 2i+2j + l + 2|a| < a, 2i+2j + 2+2|a| < a. 
Si 0- = 2/9 est pair, on obtient : card(A(g)) + 1 = C^+l^) + 3 ('^+^) = T^rAl) + 1- 
Si cr = 2p + 1 est impair, on a : card(yl(q)) + 1 = 3 f+^l^) + C+î) = 7r,^,5(ç) + 1- 

Ceci démontre le troisième point du théorème. 

5.4. Si Xq est un scroll rationnel normal. — On suppose enfin n > 3 et que Xq 
est un scroll rationnel normal de dimension r + 1 et de degré n — 1, défini par des entiers 
oq, . . . , Or qui vérifient (j22p . Le scroll Xq étant fixé à équivalence près, on associe à toute 
paire d'entiers (p, x) tels que 

p{n-l) + x>n-l, p>l, ~l <X<n-2, 

l'ensemble 

r 

(24) A(p,x) = {(A:,a)G(NxN'-)\{0}, |a| < p, fc < (p - |a|)ao + ^ a,a, + x} 

et la variété monômiale X{p,x) définie par cet ensemble. 

Remarquons que la première condition sur la paire (p, x) exclut la paire (1,-1). 
D'autre part, l'écriture q = p{n — 1) + x est la division euclidienne de q par n—1 
sauf si X = auquel cas q est congru à —1 modulo n — 1. 

La variété X{1,0) est le scroll rationnel normal qu'on a noté 6*00,..., dans la Sec- 
tion 5.2. On peut supposer Xq = X{1, 0). La variété Xq D C''+"^^ est paramétrée par 

(25) {t, . . . ^t"" , Si, Sit, . . . , Sif^ . . . , Sr, Srt, . . . , Srt"^), {t,s) G C X C^ 
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et une section de Xq par un P" ^ C P''+" ^ générique est donnée par les relations 
(26) ^fc-^' k = l,...,r, 

entre les paramètres t et s, où les Pk (t) sont des polynômes de degré respectif < n—l — ak- 

Considérons une variété X{p,x)- Comme A{1,0) C A(p,x)j on a un isomorphisme 
naturel de Xq n C^+^^^ sur X{p,x) C'^^'^'^'^*^'''^-', l'inverse d'une projection. L'image 
d'une section de Xq par un P"^i c P''+"^i générique donnée par (pS)) est une courbe 
rationnelle normale de degré q — p{n — l) + x- En effet, elle est donnée par 

Xik,c){t) = — — , (fc,a) G A(p,x). 

Le degré du dénominateur est majoré par p{n — 1 — oq) < g et celui du numérateur est 
majoré par k + X]j=i '^ji'^ — 1 — aj) + (n — 1 — ao)(p — |a|) < g, par construction. 

La variété X{p,x) a donc la première propriété dans la Définition 11.11 Pour montrer 
qu'elle a aussi la deuxième, on calcule la dimension N{p,x) — card^(p, x) de l'espace 
qu'elle engendre. On pose ao — p — \a\, â — (ao, a) S et 3 • a X]^=o '^p^p- ^oit 

r une permutation circulaire de {0, . . . , r}. Le nombre N{p, x) + 1 est égal à 



1 

^(â-a + x + 1) = —-[ ^ ^i'^THo)a-o -\ h a^3(r)a,. + x + 1) 

P(«-1) + (X + 1) E 1 



\S\=p \S\=p j=o 



|S|=p |S|=p 



ou encore 



Nip, x) + 1 = (x + 1) ^) + (n - 2 - x) Ç ^) = vr.,„(g) + L 

La variété X{p,x) appartient donc à la classe Xr+i,n{q) avec q — p{n — 1) + x- On a 
obtenu la première partie du lemme suivant. 

Lemme 5.4- — On suppose que Xq est le scroll rationnel normal SaQ,....a-rJ de degré 
n — 1. Soit q > n — 1 un entier et q ^ p{n — 1) + x lo- division euclidienne de q par n — 1. 

La variété monômiale X{p,x) définie par l'ensemble {2^^ est un élément standard de 
la classe Xr+i.n{q), associé à Xq- 

Si X = lo- variété X{p+ 1, —1) a aussi cette propriété ; elle n'est pas équivalente 

à la variété X{p,n — 2) sauf si n — 3 ou si oq ~ n ^ 1. 

Démonstration. — Il reste à montrer la dernière partie de l'énoncé. Commençons par les 
cas particuliers. 

Si «0 = n — 1, la description de A{p, —1) dans (|24l) s'écrit : 
\a\<p, k<{p~\a\){n-l)-l. 
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Comme ce système n'a pas de solution (k, a) e avec |a| = p, on a en fait \a\ = p—1 
et < (/9 — 1 — — 1) + n — 2. Autrement dit, A{p, —1) = A{p — l,n — 2) et donc 

X{p,~l)^X{p-l,n-2). 

Si n = 3 et ao = fli = 1, la description de A{p, —1) dans ([24]) s'écrit : 

Q^l < k < p — (|a| — ai) — 1. 

Echangeons les paramètres si et t et les indices k et ai. On obtient que la variété X{p, —1) 
est équivalente à la variété monômiale définie par l'ensemble des {k,a) G N''"'""'^\{0} qui 
vérifient k < {p — 1 — \a\) + ai + 1 et |a| < p — 1, c'est-à-dire à la variété X{p — 1, 1). 

Avant de traiter le cas général, considérons une variété monômiale X{p, x)- Rappelons 
que son intersection avec C^^'''-*^-' est homogène. Il est clair qu'elle n'est pas (p -|- 1)- 
régulière. Elle est p-régulière si fc -I- |a| < p implique la deuxième inégalité dans (P^ , 
c'est-à-dire si 

r 

|a| < P (p - \a\){a() - 1) + X! ^i^^ + X > 0. 

C'est évidemment le cas si x > 0. Alors, en faisant t = dans les monômes t''s°', 
(fc, a) G A{p, x), on voit que l'intersection de X{p, x) avec son espace osculateur à l'ordre 
p en contient une variété de Veronese de dimension r et d'ordre p. 

On exclut maintenant les cas particuliers déjà traités. On suppose donc «2 > 1 ou 
«2 = 0, fli > 1 et oo > 2. 

Soit p > 2. Compte tenu de ce qu'on vient de voir, pour montrer que les variétés 
standards X(p, —1) et X{p — l,n — 2) ne sont pas équivalentes, il suffit de montrer que 
l'intersection Z de X{p, —1) avec son osculateur à l'ordre p—1 en n'a pas de composante 
de dimension r. On note x{t, s) g X{p, —1) le point de paramètre {t, s) G C"*"^. 

Si x{t, s) G Z, tous les monômes t'^s" de degré > p avec {k, a) G A{p, —1) sont nuls. 
En particulier s" = si \a\ — p et X]j=i '^j'^i — 1 > 0. Si 02 > 1, on obtient si = «2 = 0, 
ce qui implique que Z est de codimension > 2. 

Si a2 = 0, on a ai > 1 et ao > 2 par hypothèse et on obtient encore Si = 0. On doit 
aussi annuler le monôme qui est de degré > p, ce qui donne t = 0. On obtient 

encore que Z est de codimension > 2. Le lemme est démontré. □ 

5.5. Si Xq est un scroll rationnel normal, suite et fin. — Il reste à montrer que 
les variétés standards de la classe AV+i.„(g) qui apparaissent dans le Lemme 15.41 sont les 
seules associées au scroll rationnel normal Xq = Sao,....ar- 

Si ao — n — 1, c'est facile. Dans ce cas, Xq est un cône au-dessus d'une courbe 
rationnelle normale de degré n — 1, donc le groupe Pic (Xq) est le groupe libre engendré 
par la classe R du cône au-dessus d'un point de cette courbe et (n — 1)R est la classe 
d'une section hyperplane de Xq. Pour q> 1, on a. C ■ qR = q si C est une section de Xq 
par un P"-i c P''+"-i générique. Il en résulte que pour tout g > n — 1, il existe au plus 
une variété X G AV+i,ri(<z) associée à Xq, à équivalence près. C'est la variété donnée par 
le Lemme [531 

On suppose maintenant ao ^ n — 1. On dit alors que Xq est un scroll général. Le calcul 
sera plus laborieux. Le groupe Pic (Xq) est le Z- module libre 'ZH © ZR engendré par la 
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classe H d'une section hyperplane de Xq et la classe R d'un élément du réglage de Xq 
par des P*", dont on obtient un élément en fixant le paramètre t dans (j25p . 

Si a G Z, on note a+ — max(a, 0). Pour tout (p, x) G N* x Z, on définit l'entier /(p, x) 
par la formule 

(27) /(p, X)=Y^ («oao + • • • + arar + x + 

\a\=p 

La dimension du système linéaire \pH + est donnée par la formule suivante s\ p> 1, 
voir par exemple Harris [9] : 

Soit (j) : Xq X une application birationnelle qui associe une variété standard 
X 6 Xr+i.n{<l) à Xq. Soir \pH + x-R| le système linéaire complet qui définit (f). 

Si C est une section de Xç, par un P"^i c P''+"~i générique, on a C ■ iî = n — 1 et 
C • iî = 1, ce qui donne p{n — 1) + x = g. 

Si l est une droite contenue dans un représentant de iî, on a Z • iï = 1 et / • iî = donc 
/ ■ {pH + xR) = p{n — 1), ce qui donne p> 1- On a donc : 

Lemme 5.5. — Si le système linéaire \pH -\- xR\ définit une application rationnelle qui 
associe au scroll général Xq une variété X G AV+i, la paire (p, x) £ vérifie : 

(28) p>l, q = p(n-l)+x, /(/9,x) = 7r,,„((z) + l. 

On a calculé /(p, x) pour p>letx>~lau début de la Section 5.4 et obtenu que 

ne dépend pas des entiers oq, . . . , mais seulement de leur somme n—1. En particulier, 
si g = p{n — 1) + x est la division euclidienne de q par (n— 1), alors (p, x) est une solution 
de (pS)) et, si ç = p{n — 1) + n — 2, (p + 1, —1) est une autre solution de (1^ . 

Pour montrer que la liste du Lemme 15.41 est exhaustive, ce qui achèvera la démons- 
tration du Théorème 15.31 il reste deux choses à vérifier. D'une part, on doit vérifier que 
les solutions précédentes du système (|28| sont les seules, autrement dit que ((28)) implique 
X G {—1, . . . , n — 2}. C'est l'objet du lemme suivant. 

D'autre part on doit vérifier, si n = 3 et ao = ai = 1, que les deux systèmes linéaires 
\pH + R\ et |(p + \-)H — R\ définissent des applications rationnelles qui envoient sur 
des variétés équivalentes, ce qu'on fait maintenant. 

Dans ce cas, Xq est un cône au-dessus d'une quadrique lisse Q C P'^ et le groupe 
Pic(Xo) est aussi le groupe libre engendré par les classes R et R! des deux réglages 
de Xq par des P''. De plus R + R' = H . On & donc pH + R = {p + 1)R + pR' et 
(p -I- 1)H — R = pR + (p + 1)R' . Comme les deux réglages R et R' sont échangés par un 
automorphisme de Xq, on obtient le résultat cherché. 

Le lemme suivant termine la discussion. 

Lemme 5.6. — Si (p, x) une solution du système i28\) . alors x G {^1; . . . ,n — 2}. 
Démonstration. — Posons : 

loiP, X)^ Y. - 1) + X + !) + ■ 

\a\=p 
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Si p > 2, on écrit a — («o, a'), on distingue selon que ao est nul ou pas et on calcule 
Io{P,x) = + E (ao(n-l) + x + l)+ 

= + E ((ao + l)(n-l)+x + l)+ 

I a' I — p |a| — p— 1 

= 5] (x + l)++/o(p-l,X + '^-l)- 

a' I — p 

Ceci montre que, pour p{n — 1) + X = 9 fixé, /o(p, x) atteint son maximum 7rr.„(g) + 1 
en (p, x) si et seulement si x < ^ ^ 2. 

Comme I{p,x) — Io{PtX) si X ^ obtient déjà x < ~ 2 si (p, x) est solution 

de (|28l) . Finalement pour montrer qu'on a x > —1, il suffit de montrer que : 



(29) X<-1 ^ /(p,x) < /o(p,x)- 

On montre que I{p, x) diminue si, étant donné deux indices distincts j, k G {0, ...,»'} tels 
que Oj > Ofc > 1, on substitue la paire {aj + 1, — 1) à la paire (a^, Ofe) dans (ao, . . . , a^). 
Par symétrie, il suffit de traiter le cas j = Q, k — 1. 

On écrit que /(p, x) est une somme de termes de la forme : 

(aoflo + aifli + ft.)'^, M e N, /i G Z. 

Si ao = «1 le terme correspondant de la somme ci-dessus ne dépend que de ao + ai. On 
regroupe les autres termes par paires, soit avec i > j et i + j = p : 

(mo + jai + h)+ + {jao + iai + h)+ = A+ + B+ , A>B. 

D'autre part : 

(liao + 1) + j(ai - 1) + h)+ + ij{ao + 1) + i(ai - 1) + h)+ = (A+{i-j))+ + (S - (^ - + . 

Il suffit de remarquer que, si ^, _B, C G Z, 

A>B, C >0 ^ iA + C)+ + {B -C)+ > A+ + B+, 

pour obtenir le résultat en vue. 

De proche en proche, on est ramené à démontrer (j29p pour ao = n — 2, ai = 1. Alors : 

Hp, x) = ^ (ao(n - 2) + ai + X + !)+• 

\a\=p 

Compte tenu de ce qui précède, il suffit de montrer, en considérant seulement les paires 
(ao, ai) G {{p, 0), (0, p)}, qu'on a : 

(p(n - 2) + X + 1)+ + (p + X + 1)"^ < {P{n - 1) + X + 1)+ + (x + 1)+ 
si X < —1: ce qui est évident, compte tenu du fait que p{n — l)+x = 9>0. □ 
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6. Exemples de variétés spéciales 

6.1. Introduction. — D'après le Théorème 11 .71 seules les classes AV+i,n(2îi — 3) sont 
susceptibles de contenir des variétés spéciales, et cela seulement si r > 2 et ti > 3, ce 
qu'on suppose maintenant. 

Commençons par rappeler la classification des variétés standards X G Xr+i.ni'2n — 3). 
Compte tenu du Théorème l5.3l une telle variété est associée à un scroll rationnel normal 
Sao,....ar de degré n - 1 ~ ag + ■ ■ ■ + ar- 

Pour un scroll donné, il y a en général deux variétés standards qui lui sont as- 
sociées, à équivalence près. L'une est le scroll Sao+n-2,...,ar.+n-2, dont l'intersection avec 
(^(r+2)(n-i)-i paramétrée par 

(30) {t,..., Si, iSi, . . . , ...,Sr,tSr,..., T-^+^-^S,), 

011 {t, s) G C X C. C'est la seule solution si oq = n — 1 ou si n = 3. Sinon, l'autre solution 
est équivalente à la variété dont l'intersection avec est paramétrée par 

011 {t, s) e C X C" et k £ {1, . . . , r}, avec j < k et aj + > 1. 

Dans l'attente de résultats plus généraux, on présente dans ce court chapitre quelques 
exemples de variétés spéciales. 

6.2. Quelques variétés spéciales dans les classes AV+i,3(3) et ^'^+1,4(5). — On 
a le résultat suivant : 

Proposition 6.1. — Soit Q une quadrique de P''+^, de rang > 3. L'image de x Q 
par le plongement de Segre de type (1, 1) est une variété de la classe A^'r-(-i.3(3). Elle est 
spéciale si r > 2. Ces variétés sont classées à équivalence près par leur dimension et le 
rang /i G {3, . . . , r + 2} rfe quadrique Q. 

Dans le cas r = 2 et = 4, la variété obtenue est équivalente à l'image de x x P^ 
par le plongement de Segre de type (1, 1, 1). Nous devons cet exemple, le premier d'une 
variété spéciale dont nous ayons eu connaissance, à F. Russo [13j . 

Démonstration. — Le plongement de Segre cr : P^ x P''+i p2r+3 type (1, 1) est 
défini par 

a : {[So : Si], [Tq : ■ ■ ■ : Tr+i]) 1— > [SqTo : ■ ■ ■ : SoTr+i : 5*120 : • • • : SiTr+i]. 

Soit Q C P''+i une quadrique de rang ^ > 3, autrement dit irréductible, et X C p2'"+3 
l'image de P^ x Q par le plongement a. 

Soit (ti, gi), (t2, 92), (^3, qa) trois points de P^ x Q tels que n, T2, T3 G P-^ soient deux- 
à-deux distincts et que gi , 92 , 93 G Q engendrent un P^ qui coupe Q suivant une conique 
propre F. Si : P^ — > F est l'isomorphisme déterminé par (/'(t^) — qi, i = 1,2,3, 
l'application P^ — >■ p2''+3 définie par r H» ^(r, ç!)(t)) paramètre une courbe rationnelle 
normale de degré 3 contenue dans X. Comme X engendre l'espace p2''+3^ on obtient que 
X est une variété de la classe ^^+1,3(3). 

Pour montrer que X est une variété spéciale, il est commode de travailler dans C^''+'^. 
On peut supposer que X n C^''"'"'^ est paramétré par : 

x{s,t) — (t, s,ts,q{s),tq{s)), t G C, s G C, 
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OÙ q est une forme quadratique de rang /i — 2 > 1. Si la variété X n'est pas une variété 
monômiale au sens de la Définition 15.21 elle a toutefois la propriété que X D C^''+^ est 
homogène. En effet, si {t* , s*) £ C x C, les composantes de x{t + t* ,s + s*) — x{t* , s*) 
engendrent le même espace vectoriel de polynômes que celles de x{t, s). 

Considérons alors l'intersection de X avec son espace osculateur Xo{l), dont la trace 
dans C^''"'''^ est donnée par les relations suivantes entre les paramètres t 6 C et s G C : 

ts = 0, q{s) = 0. 

C'est la réunion d'un et d'une quadrique de dimension r — 1 et de rang /i — 2. D'autre 
part, (|5ÏÏ| rappelle que si X G ^"^+1,3(3) est une variété sandard, Xa{l) n X est de 
dimension r pour a £ X générique. Ceci suffit pour conclure que la variété X est spéciale 
si r > 1 et que deux quadriques de rangs différents définissent des variétés qui ne sont 
pas équivalentes. □ 

Les variétés précédentes admettent des paramétrages homogènes de la forme : 
X(To,Ti,5) = [TlT^T,,T^S,ToT,S,Toq{S),T,qiS)], 

011 5 = [5*1 : ... : Sr] et q{S) est une forme quadratique de rang /i' = /i — 2 > 1. Les 
composantes de X{Tq,Ti, S) s'annulent à l'ordre 2 pour 

To = 0, Ti^-O, g(5)=0, 

c'est-à-dire au point p = [0 : 1 : : • • • : 0] et le long de la quadrique Q' du P''~i 
d'équations Tq = 0, Ti = 0, définie par Tq = Ti = et q{S) = 0. 

Cette remarque suggère de considérer l'espace des polynômes homogènes de degré 3 
qui s'annulent à l'ordre 2 le long de Q' . Pour /i' > 2, on obtient le résultat suivant. 

Proposition 6.2. — On suppose r > 2 et l'on se donne un W^^^ c P^+^ et une qua- 
drique Q' de P''""'^, de rang /z' > 2. Soit 4> '■ ---> P^^'+s une application rationnelle 
définie par le système linéaire des hypersurfaces de degré 3 de P''+i qui ont des points 
doubles le long de Q' . Son image X ~ (j){F^^^) est une variété spéciale de la classe 
AV+i,4(5). Les variétés ainsi obtenues sont classées à équivalence près par leur dimen- 
sion et le rang /x' G {2, . . . , r} de la quadrique Q' . 

Démonstration. — On reprend les notations des considérations qui précèdent l'énoncé. 
Si 11' > 2, un polynôme homogène de degré 3, qu'on écrit 

r 

F{To, Ti, S) = P(To, Ti) + Y, PjiTo, Ti)S, + TMS) + T^S) + R{S), 
s'annule à l'ordre 2 (au moins) le long de Q' si et seulement s'il est de la forme 

r 

(31) F(To,ri,5) = P(ro,Ti) +^P,(To,ri)5, + (coTo + ciTi)g(5). 

Le système linéaire introduit dans l'énoncé est donc de dimension 3r -f 5 = 7rr.4(5). 

D'autre part, étant donné un 4-uplet générique (pi,P2,P3,P4) de points de P''+^, ces 
points engendrent un qui coupe la quadrique Q' en deux points gi , 92 , tels que 
PiiP2,P3,P4, 9i, 92 soient six points en position générale dans ce P"^. Il existe une et une 
seule cubique gauche qui passe par ces six points. On vérifie aisément que son image par 
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une application rationnelle : P' +i f>3r+5^ définie par le système linéaire considéré, 
est une courbe rationnelle normale de degré 5. 

Il en résulte que par les points (j>{pi), . . . , 0(p4) de la variété X = 0(P'"+-'^) passe une 
courbe rationnelle normale de degré 5, puis que X est une variété de la classe A:V+i.4(5). 

On peut supposer que X n C^''^^ est paramétré par : 

(32) {t, f,t^, s, ts, t^s, q{s),tq{s)), i G C, s G C. 

C'est une sous- variété homogène de C^''"'"^ et la trace sur C'^''"''^ de l'intersection X 0X0(1) 
est obtenue quand les paramètres < £ C et s 6 C vérifient t — et q{s) = 0. C'est une 
quadrique de dimension r — 1 et de rang Ceci montre que deux quadriques Q' de 
rangs différents définissent des variétés qui ne sont pas équivalentes. 

Enfin, pour montrer que les variétés obtenues sont spéciales, on peut remarquer que, 
par construction, si a G X est générique, l'image de X par la projection de centre Xa{l) 
est une des variétés considérées dans l'énoncé précécent, associée à une quadrique Q de 
rang fi' + 2 > 4. On obtient ainsi toutes ces variétés sauf celles qui sont associées à une 
quadrique de rang 3. □ 

Remarque 6.3. — Si /i' = 1 , le paramétrage (15^ définit encore une variété spéciale de 
la classe Xr+i,i{^)- Dans ce cas, on modifie la définition du système linéaire introduit 
dans l'énoncé. On considère à la place le système des hypersurfaces de degré 3 définies 
par une équation F{To,Ti, S) = 0, 011 F{To,Ti, S) est de la forme (pit . On reprend la 
démonstration précédente en associant à un 4-uplet générique de P^+i le point d'inter- 
section q du qu'il engendre avec le P'"^^ ^ sous-jacent » à la quadrique Q' (qui est 
de rang 1) et la droite intersection de ce P"^ avec le P''"'^ d'équations Tç, — Ti — 0. Une 
application rationnelle définie par le système linéaire considéré envoie la cubique gauche 
qui passe par les points pi,p2,P3 et p4 et qui est tangente à cette droite au point q sur 
une courbe rationnelle normale de degré 5 et P'''^^. On montre ainsi que (1321) définit une 
variété spéciale. 

6.3. Une variété spéciale de la classe X3 q{9) et une de la classe ^'3 5(7). — 
L'exemple suivant est curieux : 

Proposition 6.4- — La variété de Veronese de dimension 3 et d'ordre 3 est une variété 
standard de la classe .^3,2(3) et une variété spéciale de la classe X3^q{9). 

En projetant cette variété V depuis un espace osculateur Va{l), on obtient une variété 
spéciale X de la classe X^^^lJ), indépendante, à équivalence près, du choix de a d V . 

Démonstration. — On sait déjà que V est un élément standard de ^3^2 (3). Cette variété 
V engendre un espace de dimension 7r2,2(3) = 19 et on a aussi 7r2,6(9) = 19. 

Soit w : P'^ — > P^^ un plongement de Veronese d'ordre 3, d'image V. Par six points en 
position générale dans P"^ passe une unique cubique gauche et son image par v est une 
courbe rationnelle de degré 9. La variété V appartient donc à la classe ^3^6(9). Elle est 
spéciale dans cette classe, puisqu'elle est 3-régulière et que les variétés standards de cette 
classe ne le sont pas. 

La deuxième partie de l'énoncé résulte de la première et du Théorème l3.14l □ 
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7. Appendice : propriétés des espaces osculateurs 



On rappelle dans cet appendice quelques propriétés des espaces osculateurs qu'on utilise dans 
le corps de l'article, en général sans référence. Elles sont toutes élémentaires mais elles ne sont 
pas nécessairement familières au lecteur. On esquisse quelques démonstrations. 

Soit X un germe en xq € de variété analytique lisse de dimension d > 1 et fc > un 
entier. Soit î; : (C^jp) — ^ (C^jXq) un germe de paramétrage (régulier, c'est-à-dire de rang d) de 
X, avec v{p) = xq. On vérifie facilement que l'espace vectoriel engendré par les vecteurs 



ne dépend pas du choix de v. L'espace osculateur (pour l'instant affine), ou plus simplement 
l'osculateur Xxo{k) de X à l'ordre k en xo est l'espace affine qui passe par le point xo et de 
direction cet espace vectoriel. 

La dimension de X^q (fc) est évidemment au plus égale au cardinal de l'ensemble des multi- 
indices a = {ai, . . . , Od) dont la longueur est comprise entre f et fc, ce qui donne : 



Le second membre est aussi la dimension de l'espace des polynômes de degré < fc en d variables 
ou celle de l'espace des polynômes homogènes de degré k en d + 1 variables. 

On dit que le germe X est k-régulier en xo si les deux membres de (|34|) sont égaux, autrement 
dit si la famille (|33p est une famille libre. 

L'osculateur ^^^^(fc) est engendré par les osculateurs Cxo{k) des germes de courbes lisses 
C C X en Xo- Pour le montrer, on peut supposer a;o = et que le paramétrage v est défini au 
voisinage de p = 0, soit v{t) — X]fL'|t=i ^"t'a- L'osculateur Xo(fe) est le sous-espace engendré par 
les vecteurs Va avec 1 < |a| < fc. 

Si c G C''\{0}, l'image par v du germe de droite paramétrée par Q ^ Qc est paramétrée 
par Q ^ X^îL^Li ^'"'c^'^a. L'espace engendré par les osculateurs de ces courbes à l'ordre fc en 
contient donc les vecteurs X]|a,|=j c^Wa avec j £ {f , . . . , fc} et c £ ÇT . Il contient aussi leurs 
dérivées partielles par rapport à c, donc la famille des vecteurs Wq avec 1 < |a| < fc, ce qui donne 
le résultat. 

La notion d'osculateur est une notion projective : si une homographie (\> : ---> est 
définie au voisinage de xo, l'osculateur à l'ordre fc du germe (j>{X) en ^(xo) est l'image par (j) 
de celui de X en xo- La vérification directe pour une homographie générale peut-être un peu 
compliquée. Elle est très simple dans le cas oii ç!> est un isomorphisme affine. On se ramène ainsi 
au cas où 4> est tangente à l'identité en £ C^, i.e. est de la forme 4>{x) = (I -I- u{x))~^ x, où u 
est une forme linéaire. La vérification est à nouveau facile. 

Si X C est un germe de variété lisse en xq £ P^, on note maintenant ^^^^(fc) son espace 
projectif osculateur à l'ordre fc > en xq. 

Soit X une sous- variété algébrique irréductible de P^. Si a; £ Xrcg, il est clair, à partir de la 
définition, qu'on a dim ^^./(fc) > dim Xx{k) pour x' assez voisin de x. Soit m le maximum de 
la dimension de Xx{k) quand x varie dans Xrog. L'ensemble {x £ Xrcg, àimXx{k) = m} est un 
ouvert dense de X et l'application x X^ik) est analytique sur cet ouvert, à valeurs dans la 
grassmannienne des m-plans de P^. La démonstration est analogue à toute démonstration d'un 
résultat de ce type, quand il est facile à démontrer, ce qui est le cas ici. 



(33) 




1 < |q| < fc, 



(34) 




On rappelle maintenant quelques propriétés qui jouent un rôle important dans cet article et 
qui, pour cette raison, méritent qu'on les énoncent. On a d'abord la propriété suivante. 
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Lemme 7.1. — Soit X un germe de variété lisse et k-réguUer en xq £ P . Tout germe Y G X 
de variété lisse de dimension > 1 en Xq est k-régulier. 

Démonstration. — Soit d > 1 la dimension de X et 1 < d' < d celle de Y. On peut choisir 
la paramétrisation v : (C^jO) — >■ (X,xo) de X de telle façon que Y soit l'image du germe en 
du sous-espace d'équations tj — 0, j = d' + 1, . . . , d. La sous-famille des vecteurs p3|) obtenue 
en se restreignant aux multi-indices a tels que aj — pour j > s est libre, ce qui donne le 
résultat. □ 

Les espaces osculateurs se comportent comme on s'y attend par projection régulière : 

Lemme 7.2. — Soit X un germe de variété lisse en xo € et tt : P^ ---» P*^ une projection 
dont le centre Q est en somme directe projective avec X^gik). Alors ■K{X)^(^,j;g^{k) — ■K{XxQ{k)) . 
En particulier, si le germe X est k-réguher en xq, son image est k-régulière en tv{xo). 

Démonstration. — Une récurrence sur la dimension de Q permet de se ramener au cas où Q est 
un point. On peut aussi supposer que X^cgik) est contenu dans l'espace cible de la projection. 

On se ramène ainsi à la situation suivante. La projection tt : C'^^^ x C C'^"^ x {0} est 
définie par {x',xn) i— > {x'/{l — xn),0) et au voisinage de e C^-^ X C, le germe X est donné 
par un paramétrage v(t) — W]v(t)) avec VN{t) = 0(|t|*''''^). Son image est alors donnée par 

un paramétrage w{t) = {w'{t),0) avec w' (t) = v' (t) + 0{\t\'''^^), ce qui donne le résultat. □ 

Dans le cas où X est une courbe, on étend le résultat précédent aux projections dont le centre 
rencontre cette courbe : 

Lemme 7.3. — Soit k € N* et C un germe de courbe lisse {k + l)-régulier en a £ P^. Soit 
TT : P^ H une projection de centre a et de cible un hyperplan H de P'^ tel que a ^ H. 
L'image par n de C\{a} se prolonge en un germe de courbe lisse k-régulier en a' — Ca(l) H H 
et l'osculateur à l'ordre k de C" en a' est l'image par tt de l'osculateur à l'ordre k + 1 de C en a. 

Démonstration. — On peut supposer a = G C^, que H est donné par a;i = 1 et C par 
Xj = x{ + 0(a;î+^) si j = 2, . . . , + 1, Xj = 0(a;î+^) si j = A: + 2, . . . , A^. 

L'image C" de C est alors donnée par a;i = 1 et pour t £ C voisin de : 

X, = t'-^ + Oit''+'') si j = 2,..., k + 1, Xj= 0{t''+^) si j ^ k + 2,...,N. 

□ 

Encore quelques remarques à propos des courbes. Soit C C P^ une courbe algébrique 
irréductible et fc G N* sa régularité osculatrice. On entend par là que C est fc-régulière en 
au moins un point xo, donc au point générique, et n'est (fe + l)-régulière en aucun point. Soit 
t I— >■ x{t) une paramétrisation régulière locale de C avec a;(0) = xq. Par hypothèse, pout t £ C 
voisin de 0, l'espace vectoriel E{t) engendré par x'{t), . . . ,x^''\t) est de dimension k et on peut 
écrire 

En dérivant et par récurrence, on obtient que, pour tout j € N*, x^-'\t) £ E{t) si t est assez 
petit. En particulier a;'-'-'(0) € £'(0) pour tout j >1 et, par analyticité, C C E{0). On a donc : 

La dimension de l'espace engendré par une courbe irréductible C C est égale à sa 
régularité osculatrice. 

Plus généralement on a : 
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Lemme 7.4- — Soitk > 1 la régularité osculatrice d'une œurbe algébrique irréductible C C 
etk\, . . . ,km £ N des entiers tels que fc+1 = + Pour tout m-uplet (xi, . . . ,Xm) € C"" 

générique, on a (C) = (BiLiCxi{ki). 

Si C est une courbe rationnelle normale de degré k, on a la même conclusion dès que les 
points xi, . . . ,Xm sont deux-à-deux distincts. 

Démonstration. — On a déjà établi le résultat pour m — 1. On obtient le cas général par 
récurrence, en projetant C sur un hyperplan depuis un point a £ C, tel que C est fc-régulicrc en 
a, et en apjjliquant les lemmes précédents et l'hypothèse de récurrence. La démonstration de la 
seconde partie est analogue, compte tenu du fait qu'une courbe rationnelle normale C de degré 
k est fe-régulière en chacun de ses points et que sa projection depuis l'un de ses points est une 
courbe rationnelle normale de degré k — 1. □ 

Lemme 7.5. — Soit X un germe de variété lisse et k-régulier en x £ et Y G X un germe 

en X de variété de dimension s. L'espace (Y) H Xa:{k) est de dimension > (''^'°) — 1- 

Démonstration. — Soit (a:^)j,gN une suite de points de Yreg qui tend vers x. Pour u assez grand, 
X est /j-régulier en x^, donc Y l'est aussi. L'espace (Y) contient, pour tout v, l'espace Yx^{k), 
qui est de dimension (''^'°) — 1- Comme toutes les valeurs d'adhérence de la suite (Vx,, (A;))^gN 
dans la grassmannienne adéquate sont contenues dans (Y) n Xx{k), on obtient le résultat. □ 
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